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Préface

Ce recueil d’exercices avec rappels de cours, est consacré a
des parties fondamentales d’analyse mathématique. Il comporte
huit chapitres : nombres réels, suites numériques, limites et
continuité des fonctions a variable réelle, dérivabilité, dévelop-
pements limités, intégrales et primitives d’une fonction conti-
nue, équations différentielles et fonctions a deux variables. Dans
chaque chapitre, le lecteur trouvera : un résumé de cours concis
et des exercices intégralement corrigés. Ces nombreux exercices
permettront au lecteur de bien assimiler le sujet. Les corrigés
sont détaillés, expliqués, justifiés et un soin tout particulier a été
apporté a leur rédaction afin de les rendre clairs et complets.
Cet ouvrage s’adresse aux étudiants des niveaux de premiére
année, qu’ils soient & l'université ou en classes préparatoires
scientifiques.
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Chapitre 1

Nombres réels

Résumé

e Corps des nombres réels.
— (R, 4+, x) est un corps commutatif totalement ordonné pour la relation
d’ordre usuelle.
— R est Archimédien c’est & dire

Va € R} ,b € R, In € N*; na > 0.

— Soit 2 € R. Il existe un unique entier relatif noté E(x) (ou [z]) et appelé
partie entiére de x vérifiant

E(r) <z < E(x) + 1.

e Densité de Q dans R.
Q est dense dans R c’est a dire

Ve,y e R, x <y, Ir € Q tel que x < r < y.

e Majorant, minorant.
Soit A une partie non vide de R.
— On dit que A est majorée par M € R (ou que M est un majorant de
A) si
Ve e A, x < M.

— On dit que A est minorée par m € R (ou que m est un minorant de A)
si

Vee A ©>m.




e Maximum, minimum.
Soit A une partie non vide de R.
— On dit qu’un réel a est le plus grand élément de A si

ac€A et VYre A, z<a.

Le plus grand élément de A, s’il existe est unique. On le note alors
max A.

— On dit qu’un réel b est le plus petit élément de A si
beA et Vre A, x>0

Le plus petit élément de A, s’il existe est unique. On le note alors min A.
e Borne supérieure, borne inférieure.

Soit A une partie non vide de R et a un réel.

— On dit que a est la borne supérieure de A si a est un majorant de A et
si c’est le plus petit des majorants. On note a = sup A.

— On dit que b est la borne inférieure de A si b est un minorant de A et
si c’est le plus grand des minorants. On note b = inf A.

Axiome de la borne supérieure : Toute partie de R non vide et majorée

(respectivement minorée) admet une borne supérieure (respectivement une

borne inférieure).

Caractérisation de la borne supérieure : Soit A une partie non vide et ma-
jorée de R. Alors

Vie A=z <a
Vb<a,dr e A, b<zxz<a,

Vie A=z <a
Ve>0,dr € A, a—e<x<a.

a=supA < {

Caractérisation de la borne inférieure : Soit A une partie non vide et mi-
norée de R. Alors

Vee A=z >0
Vy>bdre A b<x <y,

Vee A=z >0
Ve>0,dr e A, b<x<b+e.

b=infA +— {

[Exercice 1.1.]

Montrer que la somme d’un nombre rationnel et d’'un nombre irrationnel est un
nombre irrationnel.




Preuve :

On procéde par 'absurde. Soient = € R et y € R\Q et supposons que z = z+y est rationnel
alors y = z — x est rationnel par différence de deux nombres rationnels (car (Q,+) est un
groupe). Ce qui contredit le fait que y est irrationnel .

[Exercice 1.2.]

. Montrer que v/2 est irrationnel.
. Montrer que les nombres réels a = 6+4/2 et b=6— V/2 sont irrationnels.

1

2

3. Calculer \/af.

4. Montrer que /o + /3 est rationnel.

Preuve :

1. Raisonnons pas I'absurde et supposons qu’il existe (p,q) € N x N*, premiers entre

eux tels que V2 = §= alors
2

2:—2<:>2q2:p2.

Et par suite p? est pair donc p est pair c’est a dire il existe k € N tel que p = 2k.
D’ou
2¢> = 4k* & ¢* = 2k?,

ainsi ¢ est pair et donc p et ¢ ne sont pas premiers entre eux. Ce qui contredit le
fait que p A ¢ = 1. D’on, v/2 est irrationnel.

2. Si a est rationnel alors /2 = QT_G est rationnel, ce qui est absurde. De méme pour
s.

3. Ona+aB=2¢cQ.

4. On a (vVa++B)?2=a+2vaB+ =16 et y/a++/B > 0 donc Ja+ /B =4€Q.

[Exercice 1.3.]

Soit f: Q — Q vérifiant

Vo,y € Q, f(z+y) = f(x) + f(y). (L.1)

1. Déterminer toutes les fonctions constantes f vérifiant la relation (1.1).
2. (a) Calculer f(0).
(b) Montrer que, pour tout x € Q, f(—z) = —f(x).

(c) Etablir que, pour tout n € N, Vo € Q, f(nz) = nf(x) et généraliser
cette propriété a n € Z.

(d) On pose a = f(1). Montrer que pour tout x € Q, f(z) = ax.



Preuve :

1. La relation (1.1) avec f une fonction constante égale & C' donne C' = C' + C. D’ou
C=0.
2. (a) Dans la relation (1.1), on prend x = y = 0, on en déduit que f(0) = 0.
(b) Pour y = —u, la relation (1.1) implique que 0 = f(—z) + f(z) dou f(—z) =
— [ ().
(c) On montre par récurrence sur n € N que pour tout x € Q, f(nz) = nf(x).
Pour n € Z~, on pose n = —p, p € N et donc en utilisant 2(b), on a

f(nz) = f(=pz) = =f(pz) = =pf(x) = nf(z).

Donc le résultat est vrai pour tout n € Z.

(d) Soit x € Q. Alors, on peut écrire x = § avec p € Z et q € N*,

On a ) )
f(x)Zf(pxg)pr(g)
or ) .
@Zf(l):f(qxg):qu(g)
donc f(%) = ¢. Et par suite, on a
flx) = — =az, Yz € Q.

[Exercice 1.4.]

n
1
Si n est un entier > 2, montrer que H,, = Z z n’appartient pas a Z.

k=1
Preuve :
I1 suffit de montrer que H,, est le rapport d’un entier impair par un entier pair, cela assurera
que H, ¢ Z.

Démontrons la propriété par récurrence forte.
Pour n = 2, ¢’est immédiat.
Supposons la propriété établie jusqu’au rang n — 1 > 2. On distingue deux cas.
— Cas n impair.
On peut écrire n = 2k + 1 et puisque par hypothése de récurrence H,_; s’écrit
(2p + 1)/2q, on obtient H,, = H,_1 + 1/n égale au rapport d’un entier impair par
un entier pair .



— Cas n est pair.
On peut écrire n = 2k avec k > 2 puis H,, = %Hk +1+ % + ...+ ﬁ
Par hypothése de récurrence, Hy est le rapport d’'un entier impair par un entier pair,
donc %Hk aussi.
De plus, comme entrevu dans 1I’étude du cas précédent, I'ajout de l'inverse d’un
entier impair conserve la propriété.
Ainsi H,, est le rapport d’un entier impair par un entier pair.

[Exercice 1.5.}

Soient n € N* et x € R. Montrer que E (E(m)> = E(z).

n

Preuve :
On a E(nz) < nx puis

< z. Comme x — E(x) est croissante alors

E(Z”;)) < E(x).

D’autre part, nE(z) < nzx et par suite nE(z) < E(nx), car nE(x) € Z.
Ainsi, E(z) < @ puis

B

B < BP0
D'on E(x) = B(Z12),
[Exercice 1.6.]
n—1
Montrer que Vz € R, Vn € N*, Z E(z + g) = E(nx).
k=0

Preuve : Effectuons la division euclidienne de m = FE(nzx) par n, on obtient m = nq + r
avec 0<r<n—1.
On ang+r <nzx <ng+r+1donc

k+r k k+r+1

g+ <zt-—<q+—"T2 Vke{0,....n—1}.
n n

On en déduit que si k+r < n alors E(z + %) =qgetsik+r >nalors E(z + &) = ¢+ 1.
Par suite

n—1

k n—r—1 k n—1 k
E 2y = =~ i
(v + ) D, B+ )+ Y B+ )
k=0 k=0 k=n—r
ng-+r
= m
= FE(nx)



[Exercice 1.7.}

Soient A et B deux parties de R non vides et majorées .
Montrer que sup A, sup B et sup A U B existent et

sup(A U B) = max(sup A, sup B).

Preuve :
D’aprés 'axiome de la borne supérieure, sup A et sup B existent. Puisque A et B sont non
vides alors AU B est non vide. Soit t € AU B, on a

r < max(sup A, sup B).
Donc AU B est majorée et par suite sup(A U B) existe et on a
sup(A U B) < max(sup A4, sup B).
De plus, A et BC AU B, on asup A < sup(AU B) et sup B < sup(A U B). donc
max(sup A4, sup B) < sup(A U B).

D’ou I'égalité.

[Exercice 1.8.}

Déterminer la borne inférieure de 'ensemble

1 1
AZ{(I‘1+—|—l’n)(l‘—1++x—)/$1,,a’)n>0}

24 .2
a:i—i—xj

N , ey . i T .
Preuve : Aprés développement et en utilisant la relation i_] + o= . > 2, on obtient
1 1 N 1
T4 ) (— . —) = = >k
(o1 Dt )= T
i,7=1
Donc n? est un minorant de A. De plus, pour #; = ... = x,, = 1, on obtient

(T1+ ..+ @) (5 + ...+ 57) =n” Doncn® € Aet on a

1 1
ian:inf{(ml—l—...—i—xn)(x—+...+x—)/ml,...,xn >O} —n2
1 1



[Exercice 1.9.}

Pour n € N, on pose f,(x) = 2"(1 — z). Déterminer

lim sup f.(z).

n—=+00 ¢(0,1]

Preuve :
fn est dérivable sur R et f/(z) = nz" (1 —z) —a" = 2" Y(n— (n + 1)x).
On vérifie facilement que f, admet un maximum en z, = 25 € [0,1] et
1 1 1
M, = sup fu(z)=(1 )" e"1-51) 50, n — +o00.

eefo] T+l ntl n+l

[Exercice 1.10.]

1. Soit x € R\27Z et soit n € N.

n
(a) Mettre la somme E e'* sous la forme re
k=0

9 ot 1 et O sont des réels a

préciser.

(b) En déduire une factorisation de la somme Z cos(kx).
k=0
(¢) Résoudre dans R\27Z, I'équation

Zcos(lm) =0. (1.2)

(d) Quelles sont les solutions de (1.2) dans Uintervalle [0, 7]?

2. Soient n € N* et a un réel tel que sin(a) # 0. On pose

a a a

Qn = COS(§) cos(ﬁ) . COS(2—n).

(a) Ecrire le produit @, avec le symbole [].

(b) Soit u, = @, sin(5%), montrer que (u,), est une suite géométrique. En
déduire expression de u,, en fonction de n.

(c) Simplifier le produit @Q,,.

Preuve :



1. (a) On reconnait la somme d’une suite géométrique de raison e car e*® = (e@)k .
Puisque x est différent de 0 modulo 27, € £ 1 et on a

On a, donc

(b) On a cos(kz) =

Ainsi,

L 1 — i(n+1)x
Zezkzz — € :
1 —ew
k=0
_ 24 (mt0w/29; gin (DT
2iei*/2 sin(%)
. n+1)x
(s
sin(3)
. r(n+)zx
sin(~52
r= ( 2 )eRetOEE(QW).
sin(3) 2

ZRe(e*™). Donc

Z cos(kx)

COS 5~

Ke (Z e“m)
k=0
RKe(re?)

rcosf.

(22 sin(

(c) On en déduit que :

Z cos(kz) =0
k=0

cos(nx/2)sin((n + 1)x/2)

sin(3)

=0

sin(x/2)

cos(nx/2)sin((n + 1)z/2) = 0, x # 0[27]
cos(nz/2) =0 ou sin((n+ 1)z/2) =0, x # 0[27]

n (n+ 1)z

2

g—i—/ﬁrou

2 1
(2k + )7TO
n

=km, k€ Zet x#0 [27]

2km
+1’

Frie

uxr =

k € Z et x # 0[27].
n

(d) Déterminons maintenant les solutions de (1.2) dans l'intervalle [0, 7].

Pour z =

0<zx

(2k+1)m

n

et © # 0[27] :

n—1
5

N

T <<= 0<2k+1<n << 0<kK

~X

10



Pour = = % et © # 0(27) :

O<aox<<nr <— 0<2k<n+1

1
<— 0<k<n;.

Par conséquent, les solutions de (1.2) dans 'intervalle [0, 7] sont :

2k +1 -1 2k 1
UL R P kSO S A
n 2 n+1 2
2. (a) Il est clair que @,, = Hcos(%).
k=1
(b) On a
. a
Up+1 = Qn—i—l X Sln<2n+1)
a .. a
= @Qn X cos(2n+1) X Sm(2n+1)
Comme
cos(z) sin(x) = 5 sin(2z),
alors 1 1
wﬂzﬂ%gﬁmgﬂziwr

Donc, (uy,), est une suite géométrique de raison 1.

(¢) On a u, =ui(3)"" ou encore
a, . a1
U, = 005(5)5111(5)2“71
_ sin(a)
= =

Comme sin(a) # 0 alors a # kZ et donc 5 # k'm et par suite sin(g;;) # 0, d’oil

0, = sin(a)a

- 27sin(&)

11



[Exercice 1.11.}

1. Déterminer les bornes inférieure et supérieure de I’ensemble

An_{l—%;neN\{O,l}}.

2. Calculer les sommes suivantes :

= 1

(a) S”:ZIH(1+E>; n € N*.
k=1

(b) T, =) kkl; n €N
k=1

(¢) R, = Z c* COS(k‘g); n € N.
k=1

n—1)2
3. Calculer la limite de la suite définie par son terme général U,, = E[EH;H
Preuve :
1. Pourn =2k, k>10ona;<1—535 <Ll
Pourn=2k+1,k>1,onal<l+1<2
Donc % est un minorant de A, de plus % € A, donc min(A4,) = %
De méme, 2 est un majorant de A, et 2 € A,,, donc max(A4,) = 2.
n 1 n
2.(a) Sp=> In(l+ o) = > (n(k+1) —Ink) =In(n+ 1) — In(2).
k=1 k=1
(b) T, = kkl=) (k+1-1Dkl=> ((k+1)!—kl)=(n+1)! -1
k=1 k=1 k=1
(c) On a
T, = Y C¥ cos(k;ﬁ) = e (Z C’k(ei%)k>

12
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Chapitre 2

Suites numériques

Résumé

e Définition et critéres de convergence.
Soit (x,,), une suite réelle. On dit que (z,), converge vers un réel [ si

Ve >0, dng € N; Vn = ng, |z, — 1] <e.

. Toute suite convergente est bornée.
. Toute suite extraite d'une suite convergente est convergente vers la
méme limite.

. Toute suite croissante majorée est convergente vers [ = sup{u,}.
neN
. Toute suite décroissante minorée est convergente vers | = inf {u, }.
neN

e Suites adjacentes.
Soient (z,,), et (Yn)n deux suites réelles. On dit que les deux suites sont

adjacentes si
{ (@n)n 7 Un)n N0

lim x, —y, =0.
n—-+00

Dans ce cas, les deux suites sont convergentes vers la méme limite [ et on
a
VneN, x, <l <y,

e Théoréme de comparaison.
Soient (), et (yn), deux suites réelles telles que

lim y, =0,

n—-+o0o

{ dng € N, VYn = ng, |z, <y ;

alors (z,,), converge vers 0.

15



o Théoréme de ’encadrement.

Soient (,)n, (Yn)n €t (2zn)n des suites réelles telles que

{ElnoeN, Vn}no, 1’n<yn§2m

lim z,= lim z,=1¢€R,
n—-+o0o n—-+o00

alors (y,), converge vers .

e Suites récurrentes.

Si (x,)n est une suite récurrente (i.e. z,41 = f(z,)) est convergente vers [
et si f est continue en [ alors | = f(I).

[Exercice 2.1.]

Dire si les propositions suivantes sont vraies ou fausses et justifier votre réponse :

1.

& & > 88

Si (un)n et (v,), sont deux suites croissantes alors la suite (u, + v,), est
croissante.

Si (un)n et (vy), sont deux suites croissantes alors la suite (u,.v,), est
croissante.

Toute suite bornée est croissante.
Toute suite croissante et non majorée tend vers +oc.
Toute suite croissante et divergente tend vers +oo.

Soient (uy)n, et (vy), deux suites vérifiant pour tout n € N, u,, < v,. Si
(vn)n est convergente alors il en est de méme pour (uy,),.

Soit (uy,), une suite telle que (|u,|), est convergente alors (uy,),, est conver-
gente.

8. Toute application strictement croissante de N dans N tend vers +o0.

9. Toute suite convergente est croissante et majorée.

10.
11.
12.
13.

Preuve :

Toute suite convergente est décroissante et minorée.
Si |a|] < 1 alors la suite (a™),, tend vers 0.
Si |a] > 1 alors la suite (a™),, est divergente.

Si lim w, =1alors lim wu,; =1.
n—-4o0o n—-40o

1. Vrai. En effet (up11 + vnp1) — (Un + ) = (Ung1 — up) + (Upp1 — vy) = 0.

2. Faux. On pourra considérer les suites u,, = n? et v,, = -

3. Faux. En effet la suite u,, = (—1)" est bornée mais n’est pas croissante car I'expres-

1

sion Uy, 1 — U, = 2(—1)""! change de signe.

16




. Vrai. En effet, puisque (u,), n’est pas majorée alors pour A > 0, il existe np € N

tel que u,, > A et donc

Dou lim wu, = 4oc.
n—-+4o0o

. Vrai. En effet (u,), est divergente donc (uy,), est non majorée. De plus, (u,), est

croissante, donc lim w, = +o0.
n—+o0o

Faux. Il suffit de considérer les suites u,, = (—1)" et v, = 2.

7. Faux. Contre-exemple : u,, = (—1)".

10.
11.

12.

13.

. Vrai. En effet, on a pour tout n € N, p(n) >n = lim ¢(n) = +oo.

n—-4o0o

Faux. Contre-exemple : u,, =

Faux. Contre-exemple : u,, =

Vrai. En effet

e Si a =0 alors u,, = 0 pour tout n € N. Donc lirf U, = 0.
n——+0oo

e Si0<a<1alors u,y = au, < u,. Donc (u,), est décroissante et minorée par
0. Ceci implique que (u,), converge vers sa borne inférieure.
e Si —1 <a<0alors |a|® — + oo. Et par suite (a"),, converge vers 0.

n—-+00

Vrai. Si |a| > 1 alors |a|® — + oo, en effet, soit B > 0, il existe ng = E(R8) +1

n—+o00 Ina
tel que VYn > ny, |a|™ > B.
Si a = —1 alors la suite ((—1)"),, est divergente.

Faux. Contre-exemple : la suite (1 4 %)n converge vers 1 mais

1
(1 + _)n _ enln(lJr%) — e
n n—+4o00

[Exercice 2.2.]

Etudier la convergence de la suite (u,,), dans chacun des cas suivants et déterminer
sa limite quand elle existe :

cosn

a) Up = )

a) u, — iikE(kx), TER; e un:ﬁ<1+ﬁ).
k=1

n 1 TL2 1
b) u, = — C) Uy = —_—;
n ) ;vnQ—FQk ) ;\/nZ—FZk
k

k=1

Preuve :

a) On a pour tout n € N*, 0 < [©2] < L et (1), converge vers 0. Donc d’apres le

cosn
n

théoréme de I'encadrement la suite (€2%), converge vers 0.

17



b) Pour tousn € Net k € {1,...,n},

1 < 1 < 1 .
Vn2+2n  Vn2+2k  Vn?2+2

D’oun
, Vn € N*.

n < i 1 < n
VnZ+2on —~ VnZ+ 2k  VnZ+2
Comme, on a
lim —— = lim —— =1
n—+o00 */77,24-271 n——+o00 ‘/TL2—|—2 ’

on en déduit que

lim u, = lim 1.

S o
n—-+o0o n——+o0 P n? + 2k
c) Pour tousn € N* et k € {1,...,n*}, on a

1 1 1
= = .
Vn2+2k T Vn2+ 202 nV3

D’ou,
5 1 n

n2 1
Zn =—
;\/nQ—i—Qk 3 V3

—> + 00.
n—-4o0o

Donc

lim w, = lim 400

2
Yo
n—-+o0o n—-+oo pt n2 + 2k

d) Pour tous k € Net x € R, on a kx — 1 < E(kx) < kx. D’ou, pour tout n € N*

1 n n

— > kE(kz) <

Or, on sait que pour tout n € N*, on a

?

—~ , nn+1)2n+1)
LT

d’on
o n(n+1)2n+ 1)z
n 6n3 .
D’autre part,
EZkE(/g ) > — <Zk x—Zk)
k=1 k=1 k=1



nn+1)@2n+1z  1nn+ 1).

i 6n3 n3 2
De plus,
1)(2 1 1
lim n(n+1)@2n+ >x:£ et lim nin + ):O.
n=s+oo 6n3 3 n—+too  2n3
On déduit que
lim wu, =
n—-+00
e) Pour tout n € N*, on a
“ k 1 2 n
H(1+H) = (1+)0+=).(1+-)
k=1
1 2 n
= 1+(=+=-+...2)+..
n o n n
> k _ 1 o +1
n n 2
k=1 k=1

n—+1

Comme lim = 400, on en déduit que d’ou

n—-+o0o

lim wu, = +oo.
n—-4o00

[Exercice 2.3.}

1. Montrer que si les sous-suites (ug,), €t (u2,41), sont convergentes vers la
méme limite alors la suite (u,), converge aussi vers cette limite.

2. Soit (up)ney une suite réelle telle que les suites extraites (usn)nen;
(U2n+1)nen €t (Uspi2)neny convergent. Montrer que la suite (u,)nen est
convergente.

Preuve :

1. Supposons que (uay,)n €t (ug,+1) convergent vers la méme limite [.
Soit € > 0, il existe ng et n; € N tels que

Vp>=mng= |ugy —1l <e¢
Vp>n1:> |UQp+1—l| L e

19



Notons N = max(2ng,2n; + 1). Alors pour tout n > N, il existe p € N tel que
n=2poun=2p+ 1.

-Sin=2palorsn >N = p>ng et donc |u, — | = |ug, — | <e.
-Sin=2p+1lalorsn>N = p=>mngetdonc |u, — | = |ug — 1] <e.

Dot (uy), converge vers .

2. 1l suffit de montrer que (us,), et (ug,11), convergent vers la méme limite.
On a (ug,), est une suite extraite de (usy,), et de (us,),. Donc

lim g, = lim wus,.
n—+4o0o n—4o0o

De méme, (ug,13), est une suite extraite de (ug,11)n et de (usy,),. Donc

lim wug, = lm ug,yq.
n——+oo n—-+0oo

On en déduit que lim wus, = lim wg,. 1. D’aprés 1, la suite (u,), est alors conver-
n—-+o0o n—-+oo

gente.

[Exercice 2.4.]

On associe a toute suite (u,)nen, la suite (v,),en+~ définie par :

1. Montrer que si lim w, =0 alors lim v, = 0.

n—+4o00 n—4o00
n—1 p n—1
(On pourra écrire E Up = E Uy, + E ug ou p est convenablement choisi
k=0 k=0 k=p+1

pour majorer les deux termes).

2. Montrer que la suite (y,), associée & (z,), définie par z, = u, — [ est
donnée par y, = v, —[; [ € R. En déduire que

lim w,=0= lim v, =1. (2.1)

n—-+0o0o n—-+00

3. Etudier la réciproque de (2.1) (On considérera les suites de terme général
u, = sinn et u, = (—1)").

Preuve :

1. Soit € > 0, comme (u,), converge vers 0, alors il existe ny € N tel que

vn 2 no, ’un’ g

DN ™
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On écrit alors

Pour tout n > ng, on a

n—1 n—1
1 1
- Ug| x — E \Uk\
n n
k=no+1 k=no+1
n—ng—1e
= n 2
e
< éa
et
T, n
1 & 5 2 =
]—E uk\g—:n2—\§ |
n 2 €
k=0 k=0

no
Posons a = ]Zuk\ et soit N = max(ng, £(22) + 1) alors on a
k=0

Yn>= N, |v,| <e.

Et par suite (v,), converge vers 0.

. Onaz,=u, — [ donc
n—1

yn:%szzvn—l.

k=0
En appliquant ce qui précede a z, = u,, — [, on obtient le résultat.

. Pour u,, = (—1)", on a

Vn € N.

1
n:O et n - y
V2 Va1 =5 7

Donc, (vy,), est convergente vers 0 alors que (u,,), est divergente.

1 )
Pour u,, = sinn, (u,), est divergente. D’autre part, il suffit d’écrire v,, = — Z Im(e™),
n

on obtient
sin(“1) sin(%)
Uy =

Vn € N*.
nsin(3)
n—1 1

Comme la suite (sin(“3=)sin(§)), est bornée et la suite (=), converge vers 0 alors

Up)n converge comme étant le produi une suite bornée e une suite qui ten
g ttant | duit d’ ite b be et d’ it i tend
vers 0.

En conclusion, la réciproque n’est pas vraie.
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[Exercice 2.5.]

Soient a et b deux réels tels que 0 < a < b. On pose ug = a, vg = b et pour n € N*,

{ Up = /Up—1Un—1,

Up—1 + Up—1

Un = 5

Montrer que (uy,), et (v,), admettent une limite commune. (On ne cherchera pas
a la calculer).

Preuve : Puisque ug = a > 0 et vg = b > 0, on montre par récurrence que les réels u,, et v,
sont strictement positifs. D’autre part, pour tout n € N

1
Up — Up = 5(\/ Up—1 — 4/ Un—l)2 > 07

On en déduit que v,, > u,, pour tout n € N et

Upt1 — Up = /Un(v/Un — VUyp) >0,

donc (uy,), est croissante. De méme, on a
1
Upy1 — Uy = §<u” —v,) <0, Vn € N

donc (vy,), est décroissante et

1
Upy1 — Uy < §(Un —uy,), Vn € N
On déduit par récurrence sur n que
1 n
Up — Uy < (5) (vo — up), Yn € N.

Puisque la suite ((5)"), converge vers 0 et v, — u, > 0 d’ou (v, — u,), converge vers 0.

Donc, les suites (u,), et (v,), sont adjacentes et par suite, elles sont convergentes et
convergent vers la méme limite.

[Exercice 2.6.]

n
1
Soit n € N*. On considére la suite u,, = Z T Montrer que us, — u, > %, pour

k=1
tout n € N*

La suite (u,) est-elle de Cauchy ? est-elle convergente ?
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1 1
Preuve : On a ug, — u, = Z z > 3 Donc, (uy), n’est pas de Cauchy et par suite elle
k=n+1
n’est pas convergente.
[Exercice 2.7.]
1. On pose u,, = @, pour n € N*, montrer que
lim u, = 0.
n—-+o00o
(E(vn))

2
2. On pose v,, = =Y~ pour n € N*. Montrer que la suite (v, )nen- converge
et déterminer sa limite.

Preuve :

1. Pour tout n € N*, on a

donc
Vn—1

n

< Up <

Vvn—1<E(Vn) < vn,
vn

Ainsi, (uy,), converge vers 0.

2. Avec les mémes arguments, on obtient

E(v/n)®
(E(vn) +1)?

<v, <1

Donc

lim v, = 1.
n—-+o0o
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[Exercice 2.8.]

Soit a > 0. On définit la suite (u,),>0 par

Ug > O,
Unpt+1 = %(Un + i).

Un

On se propose de montrer que (u,,) converge vers \/a.
1. Montrer que
2 _ 2)2
2 o (un —a )
un+1—a—W, Vn € N.

2. Montrer que pour tout n > 1, u,, > v/a. En déduire que la suite (u,), est
décroissante.

3. Montrer que la suite (u,), converge vers a.

4. Donner une majoration de wu, 1 — +/a en fonction de u, — /a.

5. Si u; —+v/a < k, k € Ry, montrer que pour n > 1,

2n—1

e (i)

6. Application : en prenant uyg = 3, calculer /10 avec une précision de 8
chiffres aprés la virgule.

Preuve :
1. On a

5 1(ui+a)2
Upp1 =@ = 7 —a

1

= 4—2(ui — 2au? + a?)
un

_ (up—a)?

B 4u?

2. Par récurrence sur n € N, on montre facilement que u, > 0. En utilisant 1, on a
uiﬂ —a > 0 et comme u,, est positif, alors u, 1 > /a. Soit n > 1, on a

Upy1 1 a
——(1+2
U, 2 ( + u%) ’

comme - < 1, alors “Z“ < 1 et puisque (uy,,), est une suite a termes positifs alors
n . n
elle est décroissante.
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3. La suite (uy,), est décroissante et minorée par y/a, donc elle converge vers une limite
[ > 0. Par passage a la limite dans la relation

1 a
Upt+1 = 5(% + u_n)’
on obtient [ = (I + 9).
La seule solution positive est [ = y/a. Donc (u,,), converge vers \/a.

4. La relation

2 _ (up, — a)?
Unpr = &= 7o
n

s’écrit aussi

(tn — \/5>2(un + \/5)2'

2
du

(Uns1 — Va) (un1 +Va) =

En utilisant le fait que wu, 1 > \/a, on obtient

%H_ﬁ::wﬁ¢wﬂwim@(%;ﬂy

i (14 )

v U
< (un_\/a)2 !

2a

5. On procede par récurrence sur n. Pour n = 1, uy —y/a < 1.
Supposons que la proposition est vraie au rang n. On a

Un41 — \/a < _(un - \/5)2

< g () )

)

D’ou le résultat.

6. Soit up = 3 alors uy = $(3+ %) = 3.166. . ..
Comme 3 < V10 < wuy donc u; — v/10 < 0.166... On choisit £ = 0.17. Pour
que Uerreur (u, — +/a) soit inférieure a 1078, il suffit de calculer le terme w, car
I'erreur, d’aprés la question précédente, est inférieure a 1.531071°. On obtient uy =
3.16227766 . . .
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[Exercice 2.9.]

1. Soit la suite (uy,),>o définie par :
U, =1+4+acosl+...+a"cosn; a€]0,1].

Montrer que la suite (u,),>o est de Cauchy.
2. Soit la suite (vy,),>0 définie par :

do 090y 0001 ... 0p
L T R T
ol (,)n=0 est une suite réelle telle que §2 = 1.
(a) Montrer que (vy,),>0 est une suite convergente.

(b) Soit { = lim v,. Montrer —2 <[ < 2.

n—-4o0o

Preuve :

1. Soit p € N, pour tout n € N, on a
n-+p n
Upyp — Uy = Zakcosk; — Zakcosk'
k=0 k=0

n-+p

Z a® cos k

k=n+1
a"*! (cos(n+1) +acos(n+2) + ...+ a” ' cos(n + p))

< d"(l+a+...+ah)
< a”+11__ap
1—a
an+1
<
S 1-a

o at! . : :
La suite (1 )n est une suite géométrique de raison 0 < a < 1, donc elle converge
—a

vers 0. Ainsi, pour € > 0,

an+1
AN €N, Vn > N, |

Tl se

et par suite,
Vn = N, |upip — un| <e.

Ceci montre que la suite (u,), est de Cauchy.
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2. (a) Soit p € N. Pour tout n € N, on a

5001 .+ B 5001 .+ Bt
’Un_;,_p—/Un:T —|—W
D’ou
dp0 n
Un+p_vn| < 1 <|50516n+1|+ %)
< 1 1 1 1
= on+1 +§++2p71

< 5 (1-6r)

< —.

Puisque ((3)™),, est une suite géométrique convergente vers 0 donc (v,), est de
Cauchy.

(b) Pour tout n € N, on a
—2<v, <2.

Alors le résultat est immédiat par passage a la limite quand n — +oc.

[Exercice 2.10.]

Déterminer un équivalent simple de la suite (u,), dans chacun des cas suivants :

1 n®+n+1
Lou, =In(1+ -); 2. up, = sin(——————m);
u n( —i—n) Uy, = sin( | )

3. u, = /1 4+ /n; 4. u, = In(n + v/n? +1).

Preuve :
1. u, =In(1+ %)—:(;0%
2. sin (Lflﬂﬁ) = sin ((n + n—_H)W), or on sait que sin(z + nw) = (—1)"sinz.
Alinsi, ! -
Un (—1)”n 1
=\V1+n=,/Vvn 1+ i\/l et\/l —~1 d’ou
Ungon“
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4. On a

In(n++vn?2+1) = In (n(1+ 1—|—i))

n2

1
= lnn+In <1+ 1—1——2).
n

1 1 1
In(1+4/1+ n2)+oo In(2 + o(n ))+:oo In2 -+ O(E)'
Alinsi,

In(n +vn? + ) lnn+ln2+o(1) 1n(2n)—|—0(1

n2’+

et par suite In(n + vn? + ) ln(2n) Inn. On en déduit que

+oo

U, ~ Inn.
“+o0

[Exercice 2.11.]

“ 1
On pose S, = Z —.
o vk

1. Montrer que pour tout n € N*, on a

1 1
<Wk+1-—2VEk < —.
VE+1 Vk

2. En déduire la limite de la suite (Sy,),.
3. On pose u, =S, — 2\/5. Montrer que (un)n est convergente.

4. Donner un équivalent simple de (S,,),.

Preuve :
1. Soit £ € N*, on a
2
2Vk+1—Vk)= ———
( ) VE+ 1+ VEk
or
Wk <VEk+14+VEk<2VE+1,
d’ou ]
<WEhkF1-2Vk < —
VE+1 \/E
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2. D’aprés 1, on a pour tout k € N*,

1
— >2Vk+1-2Vk,
VEk

n

Ce qui implique que pour tout n € N*, S, > Z(2\/k: +1-— 2\/E) Ainsi
k=1

Ce qui montre que lim S, = +oc.
n—-+00
3. Soit n > 1, d’aprés la question 1, on a
1
Upyl — Up =
+1 1

De plus, d’aprés la question 2, on a

Up = Sp — 2N > 2vn+1—-2—2y/n > —2.

—2(vn+1-+/n) 0.

Donc (uy,), est décroissante et minorée par —2 donc elle est convergente vers un réel
L.

4. On a
lim (S, —2v/n)= lim u, =1
n—-+oo n—-+oo
Donc s ) l
T i VAL T
n—-+oo 2\/5 n—-+o0o \/ﬁ
Alinsi,

hm (5 1) = pm (SRR g,
n—-+oo 2\/ﬁ n—-+oo 2\/ﬁ

n ™~ 2y/N.
S+oo\/ﬁ

On en déduit que
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Chapitre 3

Limite et continuité

Résumé

e Définition de la limite en un point.
Soit I un intervalle, @ un point de [ et f une fonction définie sur I , sauf
peut-étre au point a. On dit que f admet une limite [ en a si

Ve>0, Ja>0,Veel: [z—a<a=|f(z)-1<e.
On écrit lim f(z) = L.
r—a
e Continuité
Soit f : I — R une fonction et a € I. On dit que f est continue en a si
lim f(z) = f(a), c’est a dire
Tr—a

Ve>0,3a>0,Veel: |[z—a|l<a=|f(zx)— fla)] <e.

. On dit que f est continue sur [ si f est continue en tout point de . Tout
produit, somme, quotient (lorsqu’il est défini) et composée de fonctions
continues est une fonction continue.

. Caractérisation séquentielle de la continuité : f est une fonction conti-
nue en a si et seulement, si pour toute suite (a,), convergente vers a,
la suite (f(an))n a pour limite f(a).

e Fonction continue sur un segment.
Soit f une fonction continue sur un segment I = [a, b, alors :

. f(I) est un segment.

. f est bornée sur [ et atteint ses bornes, c’est a dire il existe deux réels
1 et x5 de [ tels que

f(w1) :ir}ffv f(z2) :Sgpf‘
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est

e Théoréme de la limite monotone.
Toute fonction croissante posséde en un point une limite & gauche. Celle-ci

finie si et seulement si la fonction est majorée.

e Fonctions réciproques.

Soit I un intervalle et f : I — R une fonction continue et strictement
monotone sur /. Alors :
. J = f(I) est un intervalle de méme nature que I (ouvert, fermé, semi-

ouvert,. .. ).

. [ réalise une bijection de I vers J et f~': J — I est continue et de

méme sens de monotonie que f.

. Sil = [a,b] et f est croissante (resp. décroissante), alors J = [f(a), f(b)]

(resp. [f(b), f(a)])-

. Si I =]a,b] et f est croissante alors J =| lim f(x), f(b)].
r—a
. Le graphe de f~! s’obtient par symétrie du graphe de f par rapport &

la premiére bissectrice d’équation y = x.

[Exercice 3.1.]

En utilisant la définition de la limite, montrer que

2
1
1. lim = 400, 2. lim S 1, 3. lim — = +o0,
z—=1t /o — 1 z—too 32 4+ 1 z—0t X
1
4. lim z" = +4o0, (n € N), 5. lim — = +oo, 6. limIlnz = —oo0,
T—4-00 z—0 z—0

7. limaz®* =0, a € R},

z—0

Preuve :

1. Soit A > 0. On cherche a > 0 tel que pour tout z €]1, +00],

lz—1| <a= > A.

z—1

Or pour tout z €]1,+00[, on a z — 1 > 0 et par suite

1 1
>S>AsVe—-1l<—-—er—1< —.

1
V-1 A A?

Posons a = ﬁ, on a alors

Vo €]l 4o0f, [z -1 <a= > A.

1
v —1
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2. Soit € > 0. On cherche & déterminer B > 0, tel que pour tout x € R,
2

—1
2+ 1

r>B=

< E.

Or pour tout x € R*, on a

D
x24+1 a2

x? ‘_ 1 1

Donc, il suffit de choisir B = —= pour obtenir le résultat.

VE

1
3. Soit A > 0. On cherche o > 0 tel que pour tout z €]0, o[, — > A, or pour z € R,
x

1 1
- >Ae < —.
xT x A

11 suffit de prendre o =

4. Soit A > 0. On cherche B > 0 tel que si x > B alors 2" > A.
e Sin=1alors B=A.
e Sin > 2 alors

" —r = —2) (2" P+ .+ ) =2 - 1)@+ 4+ 1),

o=

Donc x > 1 = x™ > z, alors pour tout n € N*
x> max(l, A) = 2" > A.
On choisit alors B = max(1, A).

1
5. Soit A > 0. On cherche a > 0 tel que pour tout x € R*, [z[ < a = — > A
x

1
i A= x| < 7 Donc, on prend a = \/LZ'
6. Soit A > 0. Existe-t-il § > 0 tel que pour 0 < z < d = lnx < —A.

1l suffit de prendre 0 < 6§ < e .
7. Soit @ > 0. La fonction x +— z® est définie sur |0, +o0[ et z® > 0. Soit € > 0. On a

Or pour tout z € R*, on a

Yz €]0, +00], 1 < & => x < en.
Donc pour § = e et pour tout 0 < xz < 9, on a z* < &.

[Exercice 3.2.}

Calculer les limites suivantes

1 t 1 2)(1 —
1. lim xsin(—), 2. lim m’ 3. lim( + 2°)( COS*T)’
z—0 T =400 z =0 x(1— \/1—1-—:10)
1 —e")si E(L) — 1—
4t =) B me 6. lim L2957
z—0 72 4k 5% z—0 E(;) +x 70 tan2x
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Preuve :
1. La fonction z + xsin(%) est définie sur R* et on a

xT

1
Ve eR*, |sin(—)| <1
T

et limz = 0. Donc lim x sin(
z—0 z—0 x
vers 0 et d’une autre bornée.

) = 0, car c’est le produit d’une fonction qui tend

2. Pour tout z > 0, on a

T + arctanx arctanx arctan x s
S ol g — < —— <14+ — — 1.
T T T 20 x—+o0

2
Onal—cosx?%et \/1+:Er5/1+§alors

3.
1 H(1 -
(14 27)( COS$>~—1—Q:2—>—1.
r(l—+142) © 20
4. On a
l—e"~ —x et sinz ~ .
0 0
1 —e")si 1
Alors i 2=€08T 1y
=0 2 43 z—0 14+ x
5. Pour z € R*, on a
E(y) -z ) 2z
Ed)+z E(})+=
D’autre part, on a
1 1 1
——1<E(-)<—.
x x x
1
Donc lim E(—) = +oo et lim E(=) = —o0.
z—0t X z—0— x
On en déduit que
-2 2
g 2G T o
z—0 E(E> +x z—0 E(;) +x

2
x
On a1 — cos Y et tan? xr;xQ. D’oil

6.
. 1—coszx 1
hm—2 = —.
z—0 tan‘zx 2
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[Exercice 3.3.]

1. Montrer que la fonction sinus n’admet pas de limite en +oc.

1
2. Méme question pour les fonctions x — cos (—) en 0 et © — x cosx en +00.
x

Preuve :

1. Considérons la suite (2n7),. On a hI_iI_l 2mn = 400 et sin(2nm) = 0.
n—-—+0o0

D’autre part, lim (2nm + E) = 400 mais sin(2nm + 7) = 1.
n—-+oo 2

Donc, la fonction sinus n’admet pas de limite en 4oc0.

1
2. 1l suffit de considérer la suite (—) . En effet, cette suite tend vers 0 alors que
nw ).,

cos(nm) = (—1)" n’admet pas de limite quand n tend vers +oo.
En considérant les suites (2n7), et (2nm+ 7 ),, on déduit que la fonction z — x cos x
n’admet pas de limite en 4oc.

[Exercice 3.4.]

Etudier la continuité des fonctions suivantes :

1. frz—= 2+ /z— E(z).
z?sin(l), siz#0;
Q‘Q'xH{o, si = 0.

1217 i 07
3.h:xl—>{ ez siz 7

= .
0, six = 0.
: xln@, siz>0;
4. 12— & )
0, si x = 0.

Preuve :

1. Ona 0 < x— E(r) < 1, donc la fonction f est définie sur R. f est continue sur
tous les intervalles de la forme |n,n + 1[, avec n € Z (puisque les seuls points de
discontinuité de la partie entiére sont les entiers). Reste a étudier la continuité en
n€Z:ona f(n)=n,mais lim z— F(z) =1, donc lim f(x) =n+ 1. Donc f

T—n—

r—n

est continue sur R\ Z.

2. La fonction g est continue sur R*. Etudions la continuité de g en 0. On a

2 .
T s —
)

2
<z
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donc hH(l) g(x) =0 = g(0). D’ou, g est continue sur tout R.
T—r
3. h est continue sur R*. D’autre part,puisque lim e = +o0, alors lim h(x) = 0.
z—0t z—0+t

D’autre part, lim er =0 et par suite, lim h(x) = 0. D’ou
z—0~ z—0~

lim h(z) = 0 = R(0).

x—0

Donc h est continue en 0 et par suite elle est continue sur R.

4. On ai(z) = zln(2® + 1) — zInx si > 0. Chacun des deux termes tend vers 0 en
07", donc la fonction 7 est continue sur R, .

[Exercice 3.5.]

On définit pour tout entier n € N, la fonction f, par f,(x) = 2" + 92? — 4.

1. Montrer que l'équation f,(z) = 0 admet une seule solution strictement
positive, qu’on notera désormais u,,.

Calculer u; et uy puis vérifier que pour tout n € N*, u,, €]0, %[

Montrer que pour tout z €]0, 1], f,11(z) < fu(x).

Que peut-on déduire concernant la suite (uy,), ?

Montrer que (u,), est convergente vers une limite qu’on notera [.

& o>

Déterminer la limite de u et en déduire la valeur de [.

Preuve :

1. Pour chaque n € N, la fonction f, est croissante sur |0, +00[ comme étant la somme

de deux fonctions strictement croissantes sur |0, +oo[. De plus, elle est continue en

0 avec f,(0) = —4 et lim f,(x) = +o0. Le théoréme de la bijection nous permet
r—+00

d’affirmer I'existence d’un unique réel positif u,, tel que f,(u,) = 0.

2. up est la solution positive de Péquation 1+ 922 —4 = 0, soit 22 = 3. Donc ug = \/Lg
L’équation 927 + 2 — 4 = 0 admet une seule solution positive donc u; = =8 ~

0.61.
De méme, us est la solution positive de I'équation 1022 = 4, d’ott uy = \/% ~ 0.63.
Pour vérifier que u,, < %, il suffit de constater que fn(g) = 3—2 +8 > 0, et d’appliquer
la stricte croissance de la fonction f, a Uinégalité 0 = f,(u,) < fn(g)

3. On a f,11(z) — fu(x) = 2™(1 — x). Cette expression étant positive si z < 1, on en
déduit que Vz €]0,1[, foi1(x) < ful(z).

4. On a notamment, puisque 0 < u,, < %, frr1(un) < fu(u,) = 0. Comme par ailleurs
frt1(tns1) =0, 0on adone fri(u,) < for1(tng1). On déduit via la stricte croissance
de fni1 que u, < u,;1. Autrement dit, la suite (u,), est strictement croissante.
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5. La suite (u,), étant croissante et majorée par %, elle converge.

6. Comme 0 < u, < 2, 0 < u < (3)", donc via le théoréme de encadrement et le
fait que ((2)"), est une suite géométrique de raison inférieure strictement a 1, on a
lim «! = 0. Or, on a par définition u” 4+ 9u? — 4 = 0 (puisque f,(u,) = 0), donc

n—+oo
4 2
lim 9u? —4 =0, soit lim u?> = —. Comme u, > 0, on obtient que lim wu, = .
n—+00 n—+00 9 n—r+00 3

[Exercice 3.6.]

1. .1
On considére la fonction f définie sur |0, —[U]—, 400 par
e e
T
f(z) = Inz+1

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. La fonction prolongée
est-elle dérivable en 07 On notera encore ce prolongement par f.

2. Etudier les variations de f.
3. Déterminer les points fixes de f.

4. On définit une suite récurrente (x,), par

To = 2,
Vn € N, Tn+1 = f(xn)

5. (a) Etudier les variations de la fonction g(z) = sur R, . Déduire

i

(x+1)2
1

que pour tout x €]1,+oo[, 0 < f'(z) < 1

1
(b) En déduire que pour tout n € N, |z, — 1| < Z‘x" — 1], puis que

|z, — 1| < 4%.

(c) Déterminer la limite de (z,)p.

Preuve :

1. On a lim f(z) = 0. Donc f est prolongeable en 0. De plus, f est dérivable et de

z—0t
classe C* sur |0, 1[ et on a

Inx 1 .0
(lnz+1)20Inza—0

f'(x) =

D’aprés le théoréme de prolongement, la fonction f est donc dérivable en 0 et f'(0) =
0.
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2. On remarque que f est décroissante sur [0, £[ et sur |1, 1] et croissante sur [1, +o0].
On a aussi lim f(z) = +o0.
x

—+00

3. Reésolvons f(x) = x. Si l'on élimine la valeur 0 qui est un point fixe évident de f,
on obtient Inx 4+ 1 =1, donc x = 1. f admet donc deux points fixes 0 et 1.

4. (a)

(c)

La fonction g est de classe C* sur Ry et on a

1—x
/ —
90 = G
g admet un maximum en 1 qui vaut g(1) = . Comme g(0) = O et lim g(z) =0,

T—+00
on en déduit que
1
Vo >0, Oég(m)éé—l.
Or, on a f'(z) = g(Inx) et par suite 0 < f'(z) < i.
Montrons d’abord que pour tout n € N, z,, € [1,+
ment par récurrence.
On sait que xg = 2 > 1, donc supposons que z,, > 1 et puisque f([1,+o0[) C
[1,400[, donc z,+1 = f(x,) = f(1) = 1. Ce qui achéve la récurrence.
En appliquant I'inégalité des accroissements finis sur [1,z,], on obtient

1 1
£ (@) = PO hon = 11 = s = 1] < 5o — 11,

oo[. Appliquons un raisonne-

Puis par récurrence sur n, on obtient

1

Puisque (4%)” est une suite géométrique de raison inférieure & 1 donc elle

converge vers 0. En utilisant I'inégalité précédente et le théoréeme de 'enca-

drement, on obtient que x,, — 0.
n—-+00

[Exercice 3.7.]

Soit f : [0, +o0o[ — R continue, positive et telle que lim

/@)

T—+00 €T

= /¢ < 1. Mountrer

qu'il existe a € [0, +o0] tel que f(a) = a.

Preuwve :
Si f(0) = 0 alors a = 0 convient.
x
Sinon, considérons la fonction ¢ : z — M La fonction g est définie et continue sur R7.

T
On a lirf g(x) = ¢ et puisque f(0) > 0, alors lim g(x) = +oo. Puisque ¢ est continue
T—>+00 z—0

et qu’elle prend des valeurs inférieures et supérieures a 1, on peut affirmer par le théoréme
des valeurs intermédiaires qu’il existe a € R tel que g(a) = 1. D’ou f(a) = o
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Chapitre 4

Dérivabilité

Résumé
e Définition.
x)— f(a
Une fonction f est dérivable en un point a, si M admet une limite
T—a
finie lorsque  — a. Cette limite est notée f'(a) :
f(@) — f(a)

f'(a) = lim

r—a €T —aQ

Théoréme de prolongement des fonctions de classe C!.

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a, b], de classe C!
sur [a, zo[U]xg, b] et telle que f'(x) posséde une limite finie [ lorsque 2 — xo.
Alors f est de classe C' sur [a,b] et f'(zq) = L.

Théoréme de Rolle.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment [a, b], dérivable
sur |a, b| et telle que f(a) = f(b). Alors il existe un point ¢ €|a, b| tel que
f'(e)=0.

Théoréme des accroissements finis.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment [a, b], dérivable
sur ]a, b[. Alors, il existe ¢ €]a, b] tel que f(b) — f(c) = (b—a)f'(c).

Formule de Leibniz.

Si f et g sont deux fonctions n—fois dérivables sur I, alors le produit fg
est n—fois dérivable sur I et on a

(F)™ =D CafPg" .
k=0
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e Dérivation d’une fonction réciproque.

Soit f : I — R une fonction définie, dérivable et strictement monotone
sur un intervalle I, réalisant donc une bijection de I sur son image J = f(I)
et g son application réciproque.

. Soit a € I tel que f'(a) # 0 et b = f(a). Alors g est dérivable en b et
/
g(b) = .
0= 7@

. En conséquent, si f’ ne s’annule pas sur I, alors g est dérivable sur J
et pour tout y € J, on a

[Exercice 4.1.]

Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes et calculer leurs fonctions dérivées :

2

(a) f(2) _{ a COS(%)a siz#0; (b) g(z) _{ Sinxsin(%), siz#0;

0, sizx=0." 0, sizx=0."
|z| Va2 —2z+1 . .
(c) h(z) = w=il S? z# 1 ;o (d) i(z) = arcsin(}f—x);
1, siz=1. *
(e) k(z) = arctan , /{7522,
Preuve :
(a) On a
— 1
lim ) = 110) = limzcos(—) =0
z—0 x z—0 x

car |cos(1)| < 1. Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.

De plus, f est dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables sur R*. Par
suite, f est dérivable sur R et on a

F(2) = { 22 cos(2) +sin(2), six #0;

0, six=0.
(b) On a
_ ' 1
lim 9(x) = 9(0) P sin(—),
z—0 X z—=0 I X
or z — sin(+) n’admet pas de limite en 0 (il suffit de considérer la suite u,, = 5—

Tt T
sinu, = (—1)"), donc g n’est pas dérivable en 0. D’o1, g est dérivable sur R* comme
produit de fonctions dérivables sur R* et on a

1 1

1
() = cosxsin(=) — — sinzcos(—), = € R*.
g() (=) = = sinw cos(-)
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(c) On a

r, sizx>1;
h(z) = —z, si0<z<1;
x, six <O.

Donc h n’est pas continue en 1, de plus h n’est pas dérivable en 0, par suite h est
dérivable sur R\ {0,1} et on a

oy |1, stz €] —o00,0[U]l, +o0;
i) = { —1, siz €]0,1].

(d) La fonction i est définie sur R_ et dérivable sur | — 0o, 0[ et on a

i'(x)—; z €] — 00,0]
N V—z(l—2x) T
(e) Pour tout x € R\{J +km, k€ Z}, K'(v) = —2f§§fx|-

[Exercice 4.2.]

1. Soit (a,b) € R? tel que a < b, f et g deux fonctions continues sur [a, b,
dérivables sur ]a, b] telles que pour tout = €]a,b], ¢'(z) # 0. Montrer qu’il

existe ¢ €la, b| tel que
) = @) _ 1
g9(b) —gla)  g'(c)
2. Soit I un intervalle ouvert de R et xg € I. Soient f et g deux fonctions
continues en g, dérivables sur I\{x} telles que

Vo € I\{zo}, g'(x) # 0,

im £ e g,
T—xT0 g ([ﬂ)

Montrer que lim M = 1.
a=a0 g(x) — g(zo)

3. Application : Déterminer les limites suivantes :

r —sinx 1+ cos(mz)

a. lim ————; b. lim ; c. lim
z—0 3 z—1 (q} — 1)2 z—0 T

In(l+z)—=x
™

Preuve :
1. Si g(a) = g(b) alors il existe d €la,b| tel que ¢'(d) = 0, ce qui est absurde vu
les hypothéses et donc g(b) — g(a) # 0. Le résultat découle du théoréme de Rolle
appliqué a la fonction ¢ : [a,b] — R définie par

p(x) = (f(b) = f(a))g(z) = (9(b) — g(a)) f(2).
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2. Soit € > 0. Puisque ’;:(x) — [, quand x — x, il existe a > 0 tel que

(z)

f'(x)
g'(z)
Soit x € I\{zo} tel que |z — xo| < a. D’aprés 1., il existe ¢, € I\{zo} tel que

fx) = flxo) _ f'(ca)

| — xo| < |z — z0] €t = :
g9(x) —g(xo)  g'(ca)

Ve e IN{zo}, |z -2 <a=

—l’és.

o F@) = fw) || e
z) = (@) | _ Cz)
9(x) — g(xo) l‘ g'(cz) l‘<8
D’out Ve > 0, Ja > 0 tel que Vo € I\{zo} :
f(x) = f(z0)
ol <0 |G | <+

3. Application : f(z) =z —sinz et g(x) = 23. On ¢'(x) = 322 # 0, Vx # 0.

fllr)  1—cosz 1

= —.
g () 322 +—06
On déduit que
. x—sinz 1
lim ———— = —.
z—0 3 6
1 2 In(1 1
De méme, lim M - et lim n(——kx) SS—
z=1 (x—1)2 2 =0  —x 2
[Exercice 4.3.]
Trouver toutes les fonctions f :] — 1, 1[— R dérivable sur | — 1, 1] et vérifiant

]
1+ 2y

V(z,y) € 1= L1)%  fz) + fy) = f( )- (4.1)

Preuwve : 4
x

Pour z et y €] — 1,1], Y €] —1,1].
1+ 2y

On dérive la relation (4.1) par rapport a x et par rapport a y, puis on combine, on trouve

V(z,y) €] - L1P, (1—2*)f'(2) = (1 —y*)['(4).
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f'(0)
1 — a2’

Vo el — 1,1, f(z) = flém In G ”) A

— X

Vx €] — 1,1[. Donc il existe A € R tel que

En particulier, on a f'(x) =

Ainsi, f est de la forme z — aln (F£) + A,
En étudiant la réciproque, on obtient que ’ensemble des fonctions cherchées est

[Exercice 4.4.]

Montrer les inégalités suivantes :
1. W(@,y) € (10, 1])?

Yy—x . ) Yy—x
< arcsmy — arcsinzr <

V1—22? 1—y?

2. Vo € [0, 5[, Yy €]0,1] :

T <y =

/1 —9y?—cosx

Y

r — arcsiny <

Preuve :

1. Soient z, y € [0, 1], alors il suffit d’appliquer le théoréme des accroissements finis a

la fonction ¢ — arcsint sur [z, y].

s

2. En posant z = arcsiny alors z € [0,%[ et sinz > 0. Ainsi, I'inégalité voulue se

2
ramene a : - -
Va €]0, 5[, vz €]0, 5[, (x — 2)sinz < cos z — cos T.

Pour cela, soient x,z € [0, Z[ alors si x = z, 'inégalité est triviale. Sinon z # z

’ 2

et on pourra supposer sans perte de généralité que = > z. D’apreés le théoréme des

accroissements finis, il existe u €]z, 2| tel que
cosz —cosx = (z — x)(—sinu).
Comme 0 <z <u<z<7f,onasinz <sinzetz—z>0.Dou

cosz —cosx > (z —x)(—sinz).
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[Exercice 4.5.]

Déterminer la dérivée n-iéme des fonctions suivantes :
a. f(z) =213, b. f(z) =cos®z, c. f(z) = (z®+ 22+ 1)e™", d. f(z) = e"sinuz.

Preuve :
a. Pour tout x € R\ {—1,1}, on a

1 1 1
f(.f(]) = 5 — - :
I1—22 2@+4+1) 2@-1)
D’autre part, on montre par récurrence que les dérivées n'™¢ de h(x) = ﬁ sont
L) n!
(@) = gyt
De méme, pour g(z) = 1, on a
!
(n) — (1) n:

On déduit que

gy = ™ (D" !
16 =5 (e + ey
b. On a f(z) = % cos(3z) + 2 cosz. D’'on

3" 3
f™(z) = vy cos(3x + %T) + 1 cos(x + %T)

c. En appliquant la formule de Leibniz et sachant que
(22 + 22+ 1)® =0, VE > 4,
on obtient
f™(z) = (=1)" (2° — Bz —1)2° + (32 — Ba)z — (2° —4a® + 3z — 1)) e ™.
d. On a f(z) = #m(e'+)%) et par suite
[(2) = Fml(1+ i)+

= 22¢%sin(x + %T)
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[Exercice 4.6.]

Soit f la fonction définie par

fil1-11 — R

1
5 ey
V1-—a?
1. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur | — 1,1 et que pour tout
n € N, il existe un polynome P, de R[X] tel que pour tout z €] — 1, 1], on
a
P,
f™(z) = L)l
(1 — 22)™+3

Etablir que pour tout n € N, on a P, = (1 — X?)P/ + (2n + 1)XP,.
2. (a) Montrer que

v G] -1, ]-[7 (1 - IL‘2)f/(ZL') - :L‘f(l‘) = 0.
(b) En déduire que pour tout n € N*
Poii— 20+ 1)XP, —n2(1 — X3)P,_; = 0.

(¢) Montrer que pour tout n € N*, P! =n?P, ;.
(d) En déduire que pour tout n € N*\{1}

n’P, — (2n—1)XP, — (1 - X*)P, =0.

(e) Calculer P,(0) pour tout n € N.

Preuve :
1. Montrons par récurrence sur n, la propriété suivante

f est n fois dérivable sur |-1,1|
3P, € R[X] tel que Vz €] — 1,1[, f®(z) = (1 — )" 2 P,(x).

Pour n = 0, ¢’est évident puisque f est continue sur | — 1, 1[. Supposons la propriété
vraie & 'ordre n. Alors f est (n+1) fois dérivable sur | —1, 1] et pour tout = €] —1, 1],
on a

o) = () ()
= (=) ER) — (04 )1~ ) (20)Pue)
= (1—a?%) D3 [(1=2*)P)(z) + (2n+ 1)zP,(z)] .
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Notons P11 = (1 — X?)P) + (2n+ 1)XP, € R[X], on a
Vo €] —1,1], fO(z) = (1 —2?) "t 2P, (2).
D’ou le résultat.

2. (a) Pour tout z €] —1,1[, on a

T T

1—a)VI-22 1-a?

f'(x) =

f ().

(b) En appliquant la formule de Leibniz, on obtient
(1=a?) f" ) (@) +n(=22) f ) () =n(n=1) O (@) 2 f™) (@) =n f 7D (2) = 0.

En remplacant f~V(z), f*(z) et " (x) en fonction deP,_;, P, et P,,1, on
obtient le résultat.

(c) On a
Poiy— @2n+1)P, = n*(1-X*)P,4
(1—-XHP.
(d) D’aprés 2.b, on a
P,—(2n—-1DXP, .1 —(n—1)?*1—-X*)P, ,=0.
Or d’apres, 2 ¢, P,_1 = #Pr’b et par suite

1
(n—1>P,,=P,_ | = ﬁpg.

D’ou le résultat.

(e) Dans 2.b, en prenant X = 0, on obtient
Pn+1 (0) == nQPn_l(O).
Comme Py=1et P, =X, ona FPy(0)=1et P(0) =0.0n a alors

Py(0) = (2p —1)*(2p—3)*...1> et P, 1(0) = 0.

[Exercice 4.7.]

Soit f la fonction définie sur [0, 7| par f(z) = /tan(3).
1. Montrer que f admet une fonction réciproque notée f—1.
2. Etudier la dérivabilité de f=! en 0.
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Preuve :

1. f est continue sur [0, 7|, dérivable sur |0, 7| et on a

fla)= e >0
B 2cos(5)V2sinx '

f est alors strictement croissante sur [0, 7[. De plus, f(0) = 0 et lim f(z) = +o0
T—T

donc f([0,7[) = [0, +o0[ et par suite f admet une fonction réciproque f~! continue
et strictement croissante sur [0, +o0.

2. La fonction f~! est continue sur I = [0, +oo[ et dérivable sur ]0, 4+o0], de plus

Yy €]0, 400, (f 1) (y) = ) = 2005(%)\/2sinx

ot x = f~(y). Donc (f~1)(y) = go f~1(y) o g est la fonction définie sur |0, 7| par
2 cos(

5)V2sinz. Or

lim f'(y) = f7'(0) =0 et limg(z)=0

y—0 z—0

donc im(f 1) (y) = 0 et par suite, f~* est dérivable en 0 et (f~)’(0) = 0.

y—0

[Exercice 4.8.]

1. Montrer que pour tout (z,y) € (]1,+00[)?, In(%}%) > v/InzIny.
(Ind. : on commencera par montrer que la fonction f définie sur |1, 00|
par f(z) = —In(lnz) est convexe.)

2. Montrer que pour tout (z1,22,23) € (Ry)?, zadaf < (L2236

Preuve :

1. Il est clair que f est deux fois dérivable sur |1, 4o00[ et que

B 1+Inxz

Vo €]1,+oo|, f"(z) = >0,

(xlnz)2 =
donc f est convexe sur |1, +oo[. Dot

r+y
2

(@, y) € (J1,+00])*, f( ) < 5(f(@) + f(y)-

N | —

En utilisant le fait que la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, on
obtient le résultat.
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2. Puisque la fonction z — —Inx est convexe sur |0, 400 alors d’aprés I'inégalité de

Jensen appliquée aux points (x1, 22, x3) et aux coefficients (%, %, %), on a

In( +1 +1 )< —=1 1 1
— 1n{—=x - —X X -INTry —=-IMTo — - 1NN T3.
67132 9" 6 "t 3 g

Comme la fonction exp est strictement croissante sur |0, +o00[, on obtient

1 1 111
6$1 + 59&2—1—51’3 = 1‘{’1‘533'3

D’ou le résultat.

[Exercice 4.9.]

1. Montrer que la fonction z — — Inx est convexe.

2. En déduire I'inégalité
V(z1,...,2,) € (]0,400])", V1. 2, <
3. Démontrer les inégalités suivantes :

V(a,b,c) € (Ry)3, a®> + 0>+ ¢ > 3abc et (a + b+ c)® > 27abc.
Vn e N*, ¥/nl < "T“

Preuve :
1. La fonction f : 2+ —Inz est deux fois dérivable sur RY et on a f"(z) = — > 0.
x
Et par suite, f est convexe.
2. En appliquant I'inégalité de Jensen avec A\ = ... =\, = %, on obtient
T +...+z, 1
—In(F— T < ——(Inay + ...+ Inay,).
n n

3. On applique ce qui précéde a (x1, 72, x3) = (a3,03, ) puis (v, 9, 23) = (a, b, c).
Pour la derniére inégalité, on prend pour tout i € [1,n], z; = i.
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Chapitre 5

Développements limités

Résumé

e Définition.
. Soient f une fonction définie au voisinage de zy et n un entier naturel.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n en zy (noté
DL, (z0)) lorsqu’il existe n + 1 réels ao, . . ., a, tels que

f(x)(: ap+ a1 (x — o) + ... + ap(z — x)" + o((z — zo)").

zo
ap+ar(r—x9)+...+a,(x—x0)" s’appelle la partie réguliére du DL, ()
de f.

. Si f admet un DL d’ordre n en xg, alors celui-ci est unique.

e Formule de Taylor-Young.

Si f: I — R est une fonction de classe C" sur l'intervalle [ et xy un point
de I, alors f admet un DL d’ordre n en xg donné par

fa) =3 E I 09000 4 of(a - ao))

(w0) £ k!

e Fonctions paires et impaires.

Soit f une fonction admettant un DL, (zo), alors
. Si f est paire alors la partie réguliére du DL, (z¢) de f ne comporte que
des puissances paires.
. Si f est impaire alors la partie réguliére du DL, (zo) de f ne comporte
que des puissances impaires.
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e Développements limités usuels.
Au voisinage de 0 et pour tout entier n

1+I+x2+x3+ LA (z")
expx = —+—=—+—+...+—+ox
’ L2, 3 n 2n+1
T oy 2n+1
sinz =z 3+5!+...+( 1) (2n+1)!+0(x )
2 ot 2n ,
cos:pzl—EJrZ—l—...—k(—l) (2n)!—|—0(:17 )
A R L2t
haz= — 4=+ antl
sho =t s+gtotg o)
2 gt 220 o
Chx:1+§+z+...+(2n)!+o(x )
T z"
1n(1+x):x—3—§+...+(—1)”_1W+0(x”)
a a(a—1 ala—=1)...(a—n+1
(1+.9:)0‘:1+Tx+%x2+...+ ( ) n'( >:E”—|—0(a:”).

e Utilisation d’un DL. Si f est une fonction admettant un DL, (z) :

f(x) =aog+ ar(x — o) + ... + ap(x — x0)" + o (x — xo)"),

(wo)

et si p est le plus petit entier tel que 0 < p < n et a, # 0, alors

(&) (e = a0)”

en particulier, f(z) est du signe de a,(xr — z¢)? au voisinage de 0.

e Equivalents classiques.

sinz~z, In(l + x)~z, e* — 1l~z, shr~z, arctanx~z et 1 — cos xw%.
0 0 (0) (0) (0)
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[Exercice 5.1 ]

Déterminer le développement limité de la fonction f a l'ordre n au point zy dans
chacun des cas suivants :

a) f(z) = (fjf),n:g, 2o=0.  b) f(&)=(L+2)"" n=2 z9=0.

¢) f(z) = (SIZ”J) n =4, o= 0. d) f(z)=eV*, n=3,120=0

e) f(z) =In(2+sinx),n=3,20=0. f) f(r)=+v3+cosz,n=3, z9=0.

g) f(z) =In(1+e*),n=3, xy=0. h) f(xz) =1In(l+sinx), n =3, xy = 0.
i) J(z) = cos(in(@), n =3, z0=1.§) f(a) =In(2D), n =4, =0

k) f(z)=In(Be® +e ), n=3,20=0. 1) f(z)= ln(1+\/1+—x) n =3, g = 0.

Preuve :
241 1
a) f(x) :ln(mx—i——i_l ) =In(1+2%) — In(1 +2) 5 —z+ ;xz — §:c3—|—0(x3).
1/z 1 € e , 2
b) f(z)=(1+2)"" =exp(-In(14+2)) =e— -2+ —a° + o(x”).
x (0) 2 24
sin x 1 1
1 _ 12 4 4
¢) f(x)=In( , )(0) 6%~ Ts0® + o(z")
d) flx)=e 1”(:) +§x+4—68x3+0(x3)
) f(x) =In(2 +sinz) = 24 2o —g? - Lgs (z°)
e) f(x)= sin 5 5%~ g% g% tole).
1
f) f(x):\/3+cosx(§2—§x2+o(x3).

— T\ 1 1 2 3
g) f(x)—ln(1+e)m—)ln2+2x+8x + o(z?).

1 1
h) f(z) =In(1+sinz) 5 T — 51’2 + 61'3 + o(z?).

i) f(z) =cos(lnz) =1-— l(x —1)%+ l(x — 1% +o((x —1)%).

1) 2 2
) F@) = In(2) = Lp? — gt o(a),
“ 70 6 180
k) f(z) =In(3e" +e7*) =2In2+ L + Sp2_ L + o(z%).
(0) 2 8 8
) f(z) = (1+\/1—|—x) 1n2+1m—ix +ix 8 4 o(z?).
4 32 96
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[Exercice 5.2.]

1. Déterminer le développement limité de la fonction x — arctanz a 'ordre
3 au point zy = 1.

2. Déterminer le développement limité de la fonction x — arctane” a ’ordre
3 au point zg = 0.

3. Déterminer le développement limité de la fonction f a 'ordre n au point
zo dans chacun des cas suivants :

In(1+z) B _r—sinz B
a) f(:c)ﬁ,n—?), 513'0—0. b) f(:c)—m,n—& %0—0.
x—1 xchx — shx
c) f(x)zm7n*27$0—1 d) f(I):m,n:?),xo:O.
) f() = 22 5 =0

Preuve :

1

1. On utilise le développement limité de la fonction = — -

xo = 1, puis on intégre. On obtient

a l'ordre 2 au point

1 1 1
arctan x o % + é(x -1)— Z(m —1)%+ E(m — 1) +o((x — 1)?).
2. On a
el‘
t T /:
(arctan e®) T o

It a+ 327+ o(2?)
©0) 2 + 2z + 222 + o(z2)

1 1
520 52 +0(2%)(1 =z +o(a?)).
1 1
donc (arctan e®)’ 5 5(1 - §x2 + o(x?)) et par suite
1 1 . .
arctan e” 5 % +5e - Exd + o).

N.B. : On aurait pu utiliser 1., en remplacant x par e* puis appliquer le développe-
ment limité de z — €” en 0.

In(1+ z) 2 ., 11 4 3
. = —-——— ]_ _— —_—— —_—— .
3. a) f(x) P T =3 =T + o(z”)
— si 1 1
b) f(z) = TTOY o(z?).

_1—Cos:1:()3 90
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1
O Je)= T =1 S = 1) = 5= D+ ol — 1)
D) J@) = ST = R ole?)
) gy = L o1 S o)

[Exercice 5.3.}

Montrer que la fonction f : R — R définie par f(x) = ze” est bijective et former
le développement limité de sa fonction réciproque f=* en 0 a l'ordre 5.

Preuve :
La fonction f est C® sur R et f/(z) = (14 2z2)e” > 0, de plus lirf () = 400 et
T—r—+400
lim f=—o0.
T—r—00

Donc f réalise une bijection de R vers R et sa fonction réciproque f~! est de C* sur R.
En particulier f~! admet un DL;(0). De plus, comme f est impaire, f~! I'est aussi et le
DLs5(0) de f~! est de la forme : f~1(z) 5o + ba® + cx® + o).

0

En réalisant un DL5(0) de f~'(f(z)), on obtient :

FH(f(x)) (j) azx + (a + b)z® + (%a +3b 4+ c)z® + o(z?).

Or f71(f(z)) =x,donca=1,b=—1et c= g

[Exercice 5.4.]

Donner le développement asymptotique de la fonction f dans chacun des cas
suivants a la précision demandée :
In(1 + z)
a z) = ——=
) fle) ==

b) f(x) = z® a la précision (zInz)>.

a la précision z%/2.

) £0) = PEE  E e S s o)

b) f(z) =2 =1+zhz+ a?In*z + o(z? In’ 2).
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[Exercice 5.5.]

Donner le développement asymptoptique en +oo de la fonction f a la précision

demandée :
1 1
a) f(z) =+/x+ 1 ala précision = b) f(z) =zIn(z +1) — (z +1)Inz a la précision —
x x
1 1
) f(z) = (¥2)" a la précision — d) f(r) = arctanz a la précision —
x 7
Preuve
&) F@) = VIFT= a1+ = VE+ 5o — s ol )
2\/_ 8 13/2 x3/27
b) f(z) In(l+z)—(zx+1)1 —Inz+1 11+11+(1)
=zln - nx=—In ———+-— —).
r)=2x x x xr = x 55 T 32 7oz
r+1,, el 1lel 1
c) flz) = ( J=e—got+orm o)
1 11 1
d) f(z) = arctanz = g - + 3.3 +o(=)-

[Exercice 5.6.]

Réaliser un développement asymptotique de la suite (u,), a la précision deman-
dée :

1 1
a) up, = In(n + 1) a la précision — . b) up =+v/n+1++/n—14ala précision —.

n n

1 1 1
=\/n+/n—+/nalaprécision —.  d) u, = (1+ )" a la précision —.
n n n
Preuve :
1 1 1
a) u, =In(n+1) :lnn—l-ﬁ—ﬁ—i-o(—Q).

1 11 1
\/_+8 5/2+0(n5/2)'

o N !

d) u (1+1) =e— —+

b) u,=vn+1l+vn—1=
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[Exercice 5.7.}

Soit f : [, +00[— R la fonction définie par f(z) = 1i
nr

a) Montrer que f réalise une bijection de [e, +00[ vers un intervalle & préciser.

b) Réaliser un développement asymptotique a trois termes de f~1 en +oo.

Preuwve :
- , Inz -1
a) f est dérivable sur [e,4+o00[ et on a f'(z) = o > 0 sur ]e, +oo[. Donc f est
nx
strictement croissante et elle réalise, par conséquent, une bijection de [e, +o00] vers
[e, +-00l.
)
b) Pour tout y > e, = y. Donc
In(f~(y))

Lorsque y — 400, f~1(y) — +oo,

In(In(f~*(y))) = o(ln(f " ())),

on en déduit que In(f~'(y)) ~ Iny, et par suite f~!(y) ~ yIny. Ainsi,

) = yIn(f(y))
= yln(ylny +o(ylny))
= ylny+yln(lny + o(lny))
ylny+yIn(lny) + o(y In(Iny)).

On en déduit que

) = yn(f(y))

= yln(ylny 4+ yIn(lny) 4+ o(y In(lny)))
= yln(ylny)+yln ( 1( ny ) + (lnfrllnyy))) .
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[Exercice 5.8.]

1) Déterminer un équivalent simple de la fonction f au voisinage de 0 :
a) f(z) =x(2+cosz)— 3sinz, b) f(xz) = 2" — (sinx)®,
¢) f(z) = arctan(2z) — 2 arctan(z).

2) Déterminer les limites suivantes :

1 1 1 1 1+ )" —
a) lim—— ——, b) lim—————— ¢ lim drar—c
2=08in”x 22 2=»0x  In(l+x) 20 x

3) Déterminer les limites suivantes :

. oz + 3z 1/(2—s) ) (5] zlnz
2) il—% <2w+1 + 5ar/2> ’ ) xllgll-loo( fag ) ’
¢) lim i (a>0).

a—a arctan r — arctana’

Preuve :
1
1. a) f(x) =x(2+cosz) — 3sinx 5 @x‘r’.
sin 1
b =z — (sinz)” = 2"(1 — T~ =P,
) J@) = 2 = (sina) = 51— (20)) o 2

c¢) f(x) = arctan(2z) — 2 arctan(z) i 223,
0

2 a) i 1 1 1
. a) lim — = =_.
=0sin*z 22 3

1 1 1

b) lim — — ——— = ——.

e=0x  In(l+x) 2

e

1 1/
o) lim UFD e
z—0 X

: 27 + 3" e 1r4/13 £5/26

rlnx zlnx
b) lim <M) = lim (1 + n In(1+ l)) =e.
Inz T

r——+00 hl X Tr——+00

c) % —a” 5 a®(1 —Ina)(x — a).

si a # 1, arctan(x) — arctan(a) «:J) (r — a) arctan’(a) = (f;;)
% —a®

Donc i = a1+ ad*)(1 —1na).
one zlgzlzarctanx—arctana a( +a)( na)
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[Exercice 5.9.]

In(l1+2z)—x

Soit f :] —1,0[U]0, +oo[— R définie par f(x) = 5

x
1. Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolonge-
ment est dérivable en 0.

2. Quelle est alors la position relative de la courbe de f par rapport a sa
tangente en ce point ?

Preuve :

1. Ona f(z) = =1 + 3z — 2 + o(2?). Par suite f peut étre prolongée par continuité
en 0 en posant f(0) = —3.
De plus ce prolongement est dérivable en 0 et f'(0) = 3.

2. L’équation de la tangente en 0 est y = —% + %x et la courbe est localement en
dessous de celle-ci.

[Exercice 5.10.]

Montrer que la fonction = +—
C! sur R.

z 1 peut étre prolongée en une fonction de classe
e R

Preuve :

La fonction f :— =% est définie sur RY et se prolonge par continuité en 0 en posant
f(0) = 1. Plus encore, f est de classe C' sur R* et

T T 1
f,(x):e —1—ze :—§£B2+0($2) 1

— ——.
(e —1)2 (0 x2+o(x?) 2-4+0 2

1
Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 3 et finalement f est de classe C! sur R.

[Exercice 5.11.]

Soit f: x +— x(In(2x + 1) — In(x)) définie sur RY.
1. Former un développement asymptotique de f & la précision 1/x en +oo.

2. En déduire 'existence d’une courbe asymptotique a la courbe représenta-
tive de f.

3. Etudier la position relative de la courbe et de son asymptote en +oo.

26



Preuve :

1. Ona f(z) =z(In(2x + 1) — In(z)) = In2z + % - 8% + o(é).

1
2. On déduit de ce qui précéde que la courbe d’équation y = In 2x—|—§ est une asymptote
a la courbe de f.

1
3. La courbe d’équation y = In 2z + 3 est au dessus de celle de f car au voisinage de

1
—— < 0.
400, oy

[Exercice 5.12.]

Soit f : R — R définie par f(z) = e /%" siz =0 et f(0) = 0.
Montrer que f est de classe C* et que pour tout n € N, f*(0) = 0. Que peut-on
conclure ?

Preuve :
Montrons par récurrence que f est de classe C” et que f(™ est de la forme

£ () = { Po(1/x)e V7 siw 0

0, siz =0,

avec P, € R[X]. Pour n = 0, c’est vérifié.

Supposons la propriété établie au rang n > 0.

f™ est continue, dérivable sur R* et pour x # 0,

fO(@) = =L P (Lye /" 4+ Zp,(L)e /" avec P,y € R[X].

Quand z — 0%, f+1(x) v=1/=" Poi1(y/y)e ¥ — 0 et de méme quand x — 0. Par suite
f™ est dérivable en 0 et f"*(0) = 0.

En conclusion, f est C™ en 0 mais f n’admet pas de développement limité en 0 d’ordre n
car sinon il existerait un voisinage de 0 sur lequel f(z) = 0, ce qui est absurde.
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Chapitre 6

Intégrales et primitives d’une fonction
continue

e Subdivision.
Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R, a < b. On appelle subdivision de
[a, b] une suite finie, strictement croissante de réels o = (zo, ..., x,) telle
que rg = a et x,, = b. Autrement dit, a = o < 21 < ... < x, = b.

e Fonctions continues par morceaux.
Une fonction f : [a,b] — R est dite continue par morceaux s’il existe un
entier n et une subdivision (zo,...,x,) telle que f),, | ., soit continue,
admette une limite finie & droite en x;_; et une limite a gauche en x; pour
tout i € {1,...,n}.

e Somme de Riemann.
Soient f une fonction continue par morceaux sur [a,b], (a < b) et n € N*.
Partageons l'intervalle [a,b] en n intervalles de méme longueur a I’aide de
la subdivision ¢ = (x;)o<i<n_1, avec x; = a + ZI’Z—L“
On appelle somme de Riemann correspondant a cette subdivision la somme

b;a;f(aﬂ-b;a).

Théoréme : La suite des sommes de Riemann d’une fonction f continue
sur [a,b] converge vers l'intégrale de f sur [a,b] :

S, =

b
lim Sn:/ f(t)dt.

n—-4o00
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e Primitive d’une fonction continue.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a un point de /. La
fonction :

T —> /: f(t)dt

est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

Pour toute primitive F' de f sur [ :
| e = 170 = Fla) - Fo).

e Primitives usuelles.

Intervalle Fonction Primitive
m—+1
10, +o00[ xm,n;#—l ;+1+C’
| — 00,0[ ou |0, +00] - In|z|+C
T
1
R M AN£0 Xe”wrc
1
R cos(ax), a #0 | —sin(ax)+C
a
1
R sin(ax), a #0 | ——cos(ax) + C
a
| —7/2,7/2] tan x —In|cosz| +C
| —m/2,7/2| 1+ tan®zx tanx + C
1
R ch(az), a#0 | =sh(az)+C
R sh(az), a #0 | —=ch(ax)+C
a
1
R arctanz + C
1—}11‘2
—-1,1 —_— arcsinx + C
] [ T

e Intégration par parties.
Soient u et v deux fonctions de classe C' sur un intervalle [a, b]. Alors

/ w(z)v'(z)de = [u(z)v(z)]” —/ v (z)v(z)dx.
e Changement de variables.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et ¢ : J — I une bijection
de classe C!. Pour tous a, b € J

w(b) b
x)dr = "(t)dt.
/¢ @ / Fo ()¢ (D)t
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[Exercice 6.1.]

Calculer la limite de la suite (u,),en+ dans chacun des cas suivants :
a) up = = [ch() +ch(2) + ... + ch(Z)].

b) un _711 {tam(4 )+ tan(2T) + . +tan(m)]

4dn 4n
1
- k’ 1 . (2%)' n
¢) un—H(1+ﬁ)n, puis u, = (n!n”> .
k=1
1 1 1
d) u, =— ,oua>0,8>0.
) u na+na+ﬁ+ +noz—|—(n—1)ﬁ ot p
e) un:H(n—l—k)T}rk.
k=1

Preuve :
n

k
a) u, =+ Z ch(—). La fonction f : [0, 1] — R définie par f(z) = chx est continue sur
n

k=1
[0, 1], donc u,, est la somme de Riemann de la fonction f sur I'intervalle [0, 1] et par
suite
1
lim wu, = / chxdx
n—-+00 0
ohe
= shl.
= %Z . La fonction f : [0,1] — R définie par f(z) = tan(%x) est
k=

continue sur [0, 1] Donc

! s
lim w, = / tan(—z)dz
n—-+oo 0 4

= —éln\/i.

™

= k
¢) On pose v, = lnu, = %Zln(l + —). La fonction f : [0,1] — R définie par
n
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f(z) = In(1 + z). est continue sur [0, 1], donc

Dou lim w,=c¢
n—-+o0o

1
lim v, = /ln(1+x)dx
0

n—-+o0o
2
= / In xdx
1
2

[zlnz — z)]
= 2n2-2+1
= 2In2-1.

2In2-1 _ 4

e’

4
Il suffit de remarquer que lim wu, = —. En effet,

La fonction

Unp

n—-+4o0o e

_ [(1+E)(1+%). (1+%)}"
— ﬁ(1+§)i

1 1 1
na  na+ na+ (n—1)p
11 1 P 1
nla  a+1f a+ =3
1§ 1
nig ot
f:0,1] — R
1
a+ Bx
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est continue sur [0, 1], donc
: /1 dx
lim wu, =
n—+00 0 a-+fx
1 /1 dx 15}
g — s = —X
a Jo 1+ ﬁx Y «Q

B aﬁ/ 1—|—y: In{1 +

n

+kn+k 1 n — l +k
gn nu Zn+kn(n )

5)'

1 k
Inu, = Z n+k(lnn+ln(1 +-))

On a
"1 k e 1 k
v :1n+k‘n(+n) n;1+§n(+n)
Alors
In(1 1 S|
lim Un:/ al —l—x / Hdx—{ (lnx)} = —(In2)?
n—+00 0 1—i—x 1 2
De plus
"1 e 1 |
> = - — / dz = [In(1 +z)], = In2.
n+k n 14+ Enstoo Jy 142
k=1 k=1 n
Donc

lim w, = +oo.
n—-+o0o

[Exercice 6.2.]

Soit, f une fonction définie sur [a, b]. Démontrer que  lim / f(t)sin(nt)dt =

n—-+oo @
dans chacun des cas suivants :

1. Pour une fonction de f de classe C* sur [a, b].
2. Pour une fonction de f en escalier sur [a, b].

3. Pour une fonction f continue par morceaux sur [a, b].
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Preuve :

1) Supposons f de classe C* sur [a,b]. On pose

u(t) = f(t) — u'(t) = f'(t)

V'(t) =sin(nt) — o(t) = —% cos(nt).

Par une intégration par parties, on obtient

/a " (t) sin(nt)dt — {—%f(t)cos nt} / F(£) cos(nt)d

= —%f(b) cos(nb) + ﬁf( cos(na) / f'(t) cos(nt)d

Ainsi

[ swsntar i< s+ 150 /|f )t

et par suite hm | / f(t)sin(nt)dt |= 0. D’ou lim f( ) sin(nt)dt = 0.

n—-+00

2) Supposons que f en escalier sur [a,b]. La fonction t — f(t) sin(nt) est continue par
morceaux sur [a, b]. Soit s = (ay, ..., a,) une subdivision de [a, b] telle que

Vi e {07 D 1}7 Vz G]aiaai—HL f(l’) = /\z

On a
b p—1 Qi1
/ FOsint)dt = ST / sin(nt)dt
a =0 Jai
1 &~
= — ) Xfcos(na;) — cos(na;y1)).
n
i=0
D’ou

b p—1
|/a f(t)sin(nt)dt|§%;2|>\i|

b
et donc lim / f(t)sin(nt)dt = 0.

n—+oo [,
3) Supposons f continue par morceaux sur [a,b]. La fonction ¢ — f(t)sin(nt) est

continue par morceaux sur [a, b].
Soit € > 0, il existe une fonction en escalier ¢ telle que

3

Vo € [avb]v |f(l’) —QO(ZE)‘ < Q(b— a)'
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Alors

b b b
| / £(t) sin(nt)dt / o(t) sin(nt)dt |< / () — p(b)]dt <

|/f Smntdt|<|/ smntdt|—|——

D’aprés 2), il existe N € N tel que

[\Dlm

Vn > N, |/ t)sin(nt)dt |<

N)Im

d’ou .
|/ f(t)sin(nt)dt |< e.
Ceci montre que

lim /bf(t) sin(nt)dt = 0.

n—-4o0o a

[Exercice 6.3.}

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux et positives sur [0, 1] telles
que pour tout z € [0,1], f(x)g(z) > 1. Montrer que

(f 1 i) ( | lg(t)dt) >1

Preuve :
D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

() ) - (7))

([ o) = -

0

Vv
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[Exercice 6.4.]

1. Montrer que si f est continue sur R, T— périodique et impaire alors

QATfGMt:O.

2. Calculer / (sint)***!(cost)**!dt, p et ¢ deux entiers naturels.
0

3. Soit f une fonction continue, T'— périodique sur R, .
Montrer de deux maniéres différentes que la fonction

z+T
mxk+/
z

est constante sur R.

Preuve :

1) La fonction f est continue sur [—7,7] et on a

/ fwa = / f(~)(~da)
_ .[Tﬂ_

= —/ f(z)dz,  (f impaire).
-

T
D’ou / f(t)dt =0, et par suite
-
0 T
d dt =
[ swars [ s

/@f@ﬁ _ ATﬂu—TM% (w=t+T)

Comme

T
= / f(u)du (car f est T' — périodique).
0

T
On en déduit que / f(t)dt = 0.
0

2) La fonction t + sin®™ ¢ cos?*1t est continue sur R, m périodique et impaire. D’oil

8
/ sin?? ™t cos® ™ tdt = 0
0
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3) 1¢¢ méthode :
Soit F' une primitive de f sur R (F existe puisque f continue sur R). On a pour
tout zr € R
g(x) =F(z+T) - F(z).

g est dérivable (car F' est dérivable sur R) et

g(x) = Flz+T)-F(x)
= fle+T) - f(z)
= 0, Vxr e R.

Donc g est constante sur R.
2¢r¢ méthode :

vz eR*, g(x) = /HTf(t)dt

- /Iof(t)dtJr/OTf(t)dtJr/THTf(t)dt

et ¢(0) :/0 f(t)dt. On a

/T o - /0 " rydt

Donc g(z) = ¢(0), Yz € R.

[Exercice 6.5.]

I) Soit f une fonction continue sur [a, b] et vérifiant

Vo € [a,b], fla+b—1z)= f(z).

b
1) Prouver que/ xf(x :a—l— /f

a

T

tsint

V1+ 0032

IT) Soit a un réel strictement posmf et f:]0,a] — R une fonction continue
sur [0, a.

1) Prouver que /“ f(z)dz = /a fla—z)dz.
0 0

2) Application : Calculer [ =

tsint

2) Application : Calculer I = _—
) Application : Calculer /0 T
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Preuve :

I) 1) Pour tout x € [a,b], on pose g(z) =z f(z) et p(z) =a+b—z, =z € [a,b]. Alors
g est continue sur [a, b], p de classe C' sur [a,b] a valeurs dans [a, b] et on a

b w(a)
tf(t)dt = t)dt.
/a £t / o

D’aprés le théoréme de changement de variables, on a

¢(a) a
| atar - / 9(p(2))¢ (x)da
= —/ba(a—l—b—x)f(a—i—b—x)da:

- /ab(a—l—b)f(m)dx—/bxf(x)dx.

a

Donc

/abtf(t)dt = (a+1) /abf(x)dx - /bxf(x)dx,

a

et par suite

/ab t(t)dt = . ) /abf(x)dx.

I) Application : La fonction

h:[0,7] — R

y sint
V14 cos?t
est continue sur [0, 7] et h(m —t) = h(t). Donc
7 _ T [T sint dt
2 Jo 1+ cos?t

™

'—du o 3/1 du
{u=cost} 2 J; V14 u? 2 Jo V1+u?
= s [ln(u—k\/l —|—u2)} = 7In(1 + V2).

1
0

IT) 1) Soit a >0, f:[0,a] — R est continue.

“fa—2)de = /aof(t)(—dt):/oaf(t)dt.

0 {t=a—=z}



2) Application : La fonction

est continue sur [0, 7]. Alors

]:/ (7r—x)sm(7r—x)dx:7r/ sz,
0 0

1 + cos?(m — x)

2 = 7T/ &dx, (u = cos)
o 1+ cos?x

/1 —du /1 du

= T —_— =T

1 ].+U2 _11+u2
T

= 27 [arctan u, = ol =

2
T

D I =—.
onc 1

[Exercice 6.6.]

Déterminer les limites quand n tend vers +oo de
1 [
1. uw, = — arcsin” xdz.
n! Jo

1 n
2. vn:/ L dx
o 1+

Tnsinx
3. w, = dzx.
0 T+n

Preuve :
1) Soit n € N, alors, 0 < arcsin”z < (3)", Vo € [0, 1]. Donc

1
0<u, <—=(=)"
=t = n!(2)
1
et comme lim —(z)" =0, Ya > 1, a™ = o(n!)), on en déduit que lim wu, = 0.
n—+oo n! " 2 n—-+00
2) On a
1 1
" 1
Un:/ w dxg/m"dx: .
o 1+ 0 n+1
Comme lim =0, alors
n——+oo——

n+1

lim v, = 0.
n—-+00
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3) Soit n € N*

[

x+n

Tnsinz

lim
n—-+o0o 0

Alinsi,

[Exercice 6.7.]

: T
nsin ,
dx—/ sin zdz |
0

T+n

n—-+oo 0

|/ —a:smm da |
x+n
—xsinx
< / | Zesing
0 r+n

T 2 2

m T
< —dr = —
0 n n

dx — / sinzdx = 0, et donc
0

Tnsinx

lim

dx :/ sin xdx = 2.
r+n 0

Pour z réel, on pose f(x) = 6”2/ e~ dt.
0

1) Montrer que f est impaire et de classe C* sur R.

2) Montrer que f est une solution de I’équation différentielle 3/ + 2zy = 1.

3) Montrer que f(x )

Preuve :

1
23:

X
1. La fonction t — e est de classe C*® sur R. Donc la fonction z / et dt est de

classe C* sur R. De plus, la fonction x — e~ est de classe C* sur R et donc f est
de classe C® sur R. et 2 — e est paire sur R.

X xr
T / e’ dt est impaire sur R ( / e’ dt
0 0

— / etht> .
0

Donc f est impaire sur R.

2. Pour z € R

f'(x)

Donc

X
_r2 2 _ 2 2
—2xe " / el dt +e " e"
0

—2ze™ / eCdt +1=—2xf(x)+1
0

f(@) +22f(x) =
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. Pour x > 1, par une intégration par parties, on obtient

x xT 1 1 xT 1 xT t2
/etgdt = /—2tet2dt: {—eﬂ +—/ -
| L2t ot |, 2/, t
132

1 [7e”
T % 22w
Donc
2 r 2 2 ! 2
|1 —2xf(z)| = |1—2xe“/etdt—2:cex/etdt|
= [1-1+exe™ —z /—dt—2xe xQ/eth]
< / —dt—i—exe w4 ope” 272/ et dt.
0

Les deux derniers termes tendent vers 0 quand z — +oco. Pour = > 2

T €t2
0 < a:e_IQ/ —dt
1

12 1 12
1 1
— 9 —2z+1 _ -
x(r —2)e + x(w — x)
1
— 2 —2x+1
z(z —2)e + ——3

Ona lim z(z—2)e ™ + - =0 et par suite
r—+00

2 z 6t2
lim ze™® / —dt = 0.
z—+00 1 t
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[Exercice 6.8.}

Soient x un réel et k un entier strictement positif. On pose

(x) = —dt
0 Chk

1) Calculer I;(z). (On pourra faire le changement de variables u = e*).

2) En intégrant par parties trouver une relation entre Iy, o(x) et Ix(z). (On

POUITA Temarquer que —r = Chck—}flt)

3) Démontrer que la fonction I est impaire et de classe C* sur R.
4) Calculer I} (x), I}(x) et I}/(x).

5) Donner le développement limité de I;, a 'ordre 3 au voisinage de 0.

Preuve : _—
Soitz €eRet k>0 I.(x)= -
k( ) 0 Chkt
1. - R
1() ot /0 o

Onpose u =¢' du=udt = dt=2=

x

€ 1 du
L(z) = 2/ 1
1

u—l—z U

e” d
— 2/ _au
. ur+1

= 2[arctanu]{ = 2(arctane® — %) = [(z).

2. On a

T dt T cht
l(x) = | E:/ arr

On pose

1 _sht

V'(t) =cht — wv(t) =sht
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sht 17 * sh’t
0

shx T ch’t |
—— 4+ (k+1 / —dt—(k+1 / —dt
Chk+1I ( ) 0 Chk+2t ( ) 0 Chk—Ht
shz
= + (k+ 1)1 — (k4 1)[142(2)

3. On a, pour tout x € R

rodt
L(-z) = 2
(=) 2y /0 ch¥t
T —du

= — = . (x).

/0 ch*(—u) ()

D’ou I est impaire sur R. De plus, t — ﬁ est de classe C* sur R, donc [ est de
classe C* sur R.

4. Vz e R
1
I (z) =
(@) ch*x
shx
lelm) = kg
1 — ksh?x
3
Li(z) = —k (W)
ch®z — (k + 1)sh’z
(ou I,i’(x) =—k ( W ))

5. La fonction I, est de classe C* sur R, donc pour tout x € R, on peut écrire

2 3
@) = L(0)+ L0+ [(0) 5 + [(0) % +oa?)
2 3
= 0+x+0.% —k%%—o(:ﬁ).

En conclusion,
3

Ik(x)§x — k% + o(z?).
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[Exercice 6.9.}

2
Pour n € N, on pose [,, = / (sint)"dt.
0
%
1. Montrer que I, = / (cost)"dt et I,, > 0.
0

. Montrer que : Vn € N, [, 45 = Z—j:;]n.

. Etablir que pour tout n € N, (n+ 1) Ip1 I, = § et Lo < Iy < 1.

= W N

. Montrer que la suite (y/nl,), est convergente et calculer sa limite.

Preuve :

1. On pose u = § —t, alors I,, =

jus

0
continue et positive sans étre la fonction nulle donc I,, > 0.

™

3
. Onal,,= / sintsin"*! tdt. En effectuant une intégration par parties :
0

u(t) =sin""'t — u/'(t) = (n+1)sin"tcost
V'(t) =sint — w(t) = — cost,

on obtient

jus

1,15 22
mHg) 2 +(n+1)/ cos” t sin” tdt
0

Ihyyo = [— cos tsin 0

3
= (n+ 1)/ (1 — sint) sin™ tdt
0
= (n+ 1)L, — (n+1)1,4o.
D'ou (n+2)I,.2 = (n+ 1)1, et donc I, = Z—E]n-

. Posons w, = (n+ 1)1,411,, alors

Un4+1 = (n + 2>In+2In+1
n+1

= 2
(n+ )n+2

I,In+1=u,.

2
cos” udu. Comme la fonction ¢ — sin™t est

s
Donc (uy,), est une suite constante et pour tout n € N, u,, = ug = 1.1y = 5 Ainsi

VneN, (n+ )ll, = g Vt € [0, g].
De plus,

sin"t?¢ < sin"t't < sin"t.
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Donc
In+2 S In—i—l S In

I . I
4. On a 2 < il <1 done lim 2
n+2 In n—-+4o0o Iy

= 1. Ainsi In+1+~ I,, et par suite
(n+ 1)In+1]nf nil,.

Donc nl ~ Z. D’ou
+oo

™
lim ny/I, = /=
Jim /=3

[Exercice 6.10.]

1. Calculer l'intégrale [ =

! dz
/0 (1+22)/(1+22)
dz
)1 +2m)n
(a) Intégrer par parties J,, = /1 Ll
o (I4+am)n
(b) En déduire la valeur de I,, et retrouver I.

1
2. Pour n > 1, on pose I, :/
o (142n

Preuve :
1. On a
1 1+ tan? 0
1 = do, u = tanf
/0 (1 + tan?6)v1 + tan? 6 ( )

2
! dz
2.(a) On a Jn:/o AT a7
wz)= (142" """ — u(x)=—-a"'(1+z) ="
Vi) =1 — wv(z)=2

D’ou



y 1 +/1 Lta" /1 dx
n prd — —_— IL‘—
2Um = Jo (1 4 )t o (I+an)(14am)t/n

1
1 1 V2
DOHC[n:C/i.OHaIZIQZWZT.

[Exercice 6.11.]

Pour n € N, on considére la fonction f,, définie sur R par

fulz) = /01 the M dt.

1. Montrer que pour tout n € N, f,(0) = —5.

x
2.(a) Soient n € N et z € R*, montrer que f,(z) = xn—lﬂ/ ue "du et
0

déduire que f, est de classe C! sur | — oo, 0[ et |0, +o0].

(b) Soient n € N et x € R*, calculer f/(z) puis montrer que f/(x)

_fn—i-l(x)'

(¢) Soit (n,p) € N x N, montrer par récurrence sur Uentier p que f) est

bien définie sur R* et que £ (z) = (—1)? frpp ().

3. (a) Donner le développement limité de la fonction z +— / u"e "du au
0

voisinage de 0 a 'ordre n + 2.

(b) Déduire le développement limité de f,, au voisinage de 0 & 'ordre 1.

1

(c) Montrer alors que f, est dérivable en 0 et que f;(0) = — .

(d) Déduire que f, est de classe C' sur tout R.

Preuve :
1

! 1
1. £,(0)= [ t'dt=|——t"T = .
/ (0) /0 [n +1 L n+1
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2. (a) Soient x € R* et n € N

t”e_mdt on pose u =tx, du= xdt

fn(m> =

/ $n+l
= ““du.
l‘"+1/0 u"e U

La fonction v — u"e™* est continue sur R D’ou la fonction x — / u"e “du est

Enfu
.CL’
u”

e “du

de classe C! sur R. De plus, z

- est de classe C' sur | — oo, 0[ et ]0, 4-00],
donc f,, est de classe C! sur | — oo, 0| et |0, +oo.
(b) Vn € N, Yz € R*

1 n,_ —x _n+1 xn—u
fule) = —mate +%/ﬂ“€ du

- 1 1 oo
_ ¢ (n+1) wtleu| 4 / W le v du
x xnt? n+1 o n+1Jg

—x —x 1

T
Tz oz o / ute ™ du = — o (@).
0

(¢) Pour p =0, £ = £ est bien définie sur R*.
Pour p=1, fl(z)=—for1(z),x#0 = f est bien définie sur R*.
Soit p € N, on suppose que f,(lp) est bien définie sur R* et que

SN (@) = (1) frsp(2).

On a fp“>< )= () (@) = (CDP (@) = (@) = (C1P frpa ().
Donc fn est bien définie sur R* et f(p) = (=1)P frip-

3.(a) On a

ue u"(1 —u) + o(u"t),

un . un+1 T o(u"H).

=l

<l

On en déduit que

F(z) = /u"e‘“du
0

=l



Donc

v 1 1
/ ue “du= " —— "2 (2™,
0 on+1 n+ 2

(b) Tl est clair que fn(x)?%ﬂ — 5+ o().

(c) fu admet un DLy(0) = f, est dérivable en 0 et f/,(0) = — 5.

(d) fn est de classe C! sur R* donc f,, est dérivable sur R* et f/ = — f,,,1 est continue

sur R*. De plus, f, est dérivable en 0 alors

1 /

lim () = = lim for1(2) = == = —fua(0) = £,(0).

D’ou f! est continue en 0. Donc f, est de classe C! sur R.

[Exercice 6.12.]

[. Déterminer les primitives suivantes :

1) /tlntdt 2) /tarctantdt 3) /(t2 — e tdt  4) /arctantdt

_ e?t Int
5) arcsin tdt 6) ot T 1 dt 7) mdt

IT. Calculer les intégrales suivantes :

! ™ sint © i bodt
1 V1—t3dt 2 ——dt — 4 dt
) /0 ) /0 3+ cos?t 3) /1 t+t(Int)? ) /0 et +1

ITI. Déterminer les primitives suivantes :

3¢ St in® ¢
1) /sin4tcos3tdt 2) /Mdt. 3) /Ldt

sin®t + sin* ¢t 2+ cost

1 sh3t dt
4 —dt 5 ————dt 6 —_—
) / 2 4 cost ) / cht(2 + ch?t) ) / (et + 2)2

7) / o
VE+ i+l

Preuve :

I. 1) On effectue une intégration par parties :

w(t) =t —s u'(t):%

1
V() =t — v(t):§t2,

7



alors

1 1
1 — Ztlnt-— =
/t ntdt 2t nt Q/tdt

1 1
= —’Int — th + cte.

2
2) On pose

1
t) = arctant — W/(t) = ——
u(t) = arctan u'(t) e

1
V() =t — v(t):§t2.
Donc

t arctan tdt 1t2 tant L tQ
arctan = = arctant — —
2 2 /) 1+¢2

1152 tan t 1t+1 tant + ct
= —=r arctant — — — arctan cte.
2 2 2

3) On pose [ (t* —1)e~'dt = (at® + bt + c)e”" + cte. En dérivant les deux membres
de I’égalité, on obtient
#* —1e" = (2at+b)e " — (at* + bt +c)e’
= (—at* + (2a —b)t +(b—c))e .

D’ou
a=—1,
b= -2,
c=—1,

d’olt /(t2 — Ve tdt = (—t* — 2t — 1)e™" + cte.

4) En effectuant une intégration par parties

1

142
V(t)=1 — o(t) =t,

u(t) = arctant — /() =

1
on obtient /arctan tdt = arctant — 5 In(1 + %) + cte.

5) En posant

u(t) = arcsint — u/(t) =

V1—1t2

V() =1 — w(t) =t,

on obtient / arcsintdt = tarcsint — v 1 — t2 + cte.

78



6) En posant u = €', on obtient

7) En posant v = Int, du = ¢

/ Int it
t+t(lnt)?

II. 1) On pose t = sinu,

1
/ V1 —t3dt
0

2) On pose = = cost,

/e dt
——dt
1 1+ t(Int)?

4) On pose u = ¢

/1 dt
o et+1

2
dt =
/et—l—l /u—i—l

sint

——dt
/0 3+ cos?t

udu

1
= /1— du
1+u
= u—In(l+u)+cte
e' —In(1+¢€') + cte.

_/ Int ﬂ
B 1+ (Int)? ¢

1
= / “ du:§1n(1+u2)—|—cte

1+ wu?
1
= 3 In(1+ (Int)?) + cte.

g
= / V1 — sin? u cos udu
0
2 1+ cos2u T 1 2
= —du:——i—[—sinQu}
/0 2 4 4 0
T
1

B /1 dx
N _13+$2

5 [rean 5]
= —— |arctan —

V3]
3v3

/1 u
{u=Int} 0 1 + U2
1 u(u+ 1 u—+1

[lnu—ln(1+u ln2—ln(e—|—1)—|—1.

1 ™
larctan u], 1
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ITII. 1) En effectuant le changement de variables u = sint, on a

/sin4tcos3 tdt = /(1 —u)utdu

L. 5 .7
= —sln m—?sm x + cte.

5

2) I(x) =

cos® z + cos® x )
—5 ——dz. On pose u = sinx, alors
sin“x +sin” x

o) — /(1—u)(1—u)du

u? + ut
/ 2 — 3u? +ut
= ————du
u?(1 + u?)

2 6
= 1——— d
/ u? 1+u2u

2
= u— — —6arctanu + cte
U

= sinx —

— 6arctan(sin z) + cte.
sinz

3) Dans ce cas, le changement de variable u = cosx est adéquat et on a

2
I(x) = /&sinxdx

24 cosx
2
—1
= /u du
2+u
3
= /u—2—|— du
24u

2

= %—2u+31n(u—|—2)+cte

1
= 5005233 —2cosz + 3In(2 4 cosz) + cte.
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4) On pose s = tant/2,

/

5) On pose u = cht,

D’ou

6) On pose u = e*,

1

1 2ds
gt = .
2+ cost 1—5*1+s2

2+

1+ s2

ds
- 2/2<1+32)+<1—s2>

_ 2/ ds
3+ 52
B g/ ds
3J 1+(5H)

2 /3 arctan(
= = arctan
3

) + cte

2 t
= 3 3 arctan(—=(tan 5)) + cte.

S-Sl

2
-1
= /—u du
u(2 + u)
~1 3
- 21
_ 2 2"
= udu+/2+u2du

1 31 ,
= —Elnu—|—§§ln(2+u ) + cte,

1
=3 In(cht) + zln(2 + ch2t) + cte

B / dx

- (6z+2)2

B / du

B u(u + 2)?
1 1 2 1

= - [(=— — d
4 (u (u+2)? u+2)u
1

= Zlnu+u+2—ln(u+2)+cte
1 2

= Z(m + i In(e” + 2)) + cte.
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7) Pour tout x € R

_ 2x+1
On pose t = e

On pose t = shyp

I(z) =

1
2 2
1 = Z Z
x4+ x+ (m—i—2) 1

, alors

](I) = /Mﬁdt

1 3shp — 1
_/\/_S—"Dchgodgp
2 chy

V3

h 1+t
5 che — S +cte

3 1
§\/1+t2—§ln(t+x/1+t2)+cte
V3 1 1
7\/x2+:c+1—Eln(:c+§—|—v$2+:z:+1)+cte.
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Chapitre 7

Equations différentielles

Résumé

e Equations linéaires du premier ordre.
Soient a et b deux fonctions continues sur un intervalle I de R. La solution
générale de ’équation différentielle linéaire du premier ordre :

Y + a(t)y = b(t)

est la somme d’une solution particuliére et de la solution générale sur I de
I'équation sans second membre associée : y' + a(t)y = 0.
— La solution de I’équation sans second membre est de la forme

y(t) = Aexp(—A(t)), A €R,

ou A est une primitive de a sur 1.
— Pour déterminer une solution particuliére, on pose

Yp(t) = A(t) exp(—A(t))

et on utilise la méthode de la variation de la constante.

e Equations linéaires du second ordre a coefficients constants.

Soient a,, et c¢ trois nombres complexes tels que a # 0 et f une fonc-
tion continue sur R & valeurs dans C. La solution générale de I’équation
différentielle linéaire du second ordre :

ay” + by +cy = f(t)

est la somme d’une solution particuliére et de la solution générale de 1'équa-
tion sans second membre associée :

ay” + by + cy = 0.

84



— Reésolution de 'équation sans second membre (H) : ay” + by +cy =0
L’équation du second degré (1) : ar® + br + ¢ = 0 est appelée équation
caractéristique associée a (F).

Deux cas se présentent :
> Si le discriminant A = b* — 4ac # 0. Alors (1) admet deux racines
complexes 7, et 7o et dans ce cas la solution générale de (H) est

y(t) = Ay exp(rit) + Ay exp(rat), (A1, Ag) € C2.

> Si le discriminant A = b* — 4ac = 0. Alors (7) admet une racine double
r et dans ce cas la solution générale de (H) est

y(t) = y(t) = (Mt + Ao) exp(rt), (A1, \p) € C2.

— Cas particulier : Si (a,b,c) € R? et on cherche a déterminer les solutions
réelles. Dans ce cas, trois cas se présentent :
> Si A > 0 alors (1) admet deux racines réelles distinctes ry et r5. Dans ce
cas, la solution générale de (H) est

y(t) = Apexp(rit) + Agexp(rat), (A1, A2) € R?.

> Si A = 0 alors (7) admet une racine double r et la solution de (H) s’écrit
sous la forme

y(t) = (Mt + Xg) exp(rt), (A, Xo) € R2

> Si A < 0 alors (7) admet deux racines complexes conjuguées r; = a+if3
et 7o = 77 et la solution de (H) est

y(t) = (A1 cos(Bt) + Agsin(Bt)) exp(at), (A, X2) € R2.

— Recherche d’une solution particuliére dans le cas ou f(t) = P(t) exp(mt),
ol P est un polynome et m € C.
> Si m n’est pas une racine de (7) alors on cherche une solution particuliére
de la forme

Yp(t) = Q(t) exp(mt), deg(Q) = deg(P).

> Si m est une racine simple de (7) alors on cherche une solution particuliére
de la forme

Yp(t) = Q(t) exp(mt), deg(Q) = deg(P) + 1.

> Si m est une racine double de (7) alors on cherche une solution particuliére
de la forme

yp(t) = Q(t) exp(mt), deg(Q) = deg(P) + 2.
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[Exercice 7.1.}

Résoudre les équations différentielles suivantes :

Ly +y=e*+¢e* 2.y +th(x)y=sh(x); 3.y +2xy= O
1

4. y’—%y:m; 5. 2y’ —y = xln(z); 6. 2y — (x + 1)y = 2*V/1 + e

Preuve :

1. Soit (E) : 4 +y = €** + ¢”. On cherche les solutions de (E) définies sur R.
La solution homogéne de I'équation sans second membre est

ya(z) =A™, A €R.

On pose y,(t) = A(z)e . y, est une solution de (E) sur R si et seulement si la

fonction A est dérivable sur R et on a

/\/(ZE) — 633: _}_623:'

11 suffit de prendre A(z) = €% +1e>" et par suite y,(x) = 3"+ 3€” est une solution

particuliére de (F).
En conclusion, la solution générale de (F) sur R s’écrit sous la forme

1 1
ya(x) = Ae ™ + gezx + Eex, A €eR.

2. On cherche les solutions définies sur R. La solution générale de I’équation homogéne

associée a (F) est

A
Ve € R, yg(z) = . A €eR.

Pour la recherche d’une solution particuliére, on applique la méthode de la variation

de la constante et on pose
A(x)
xr)=—>,
yp( ) Chl'

on obtient A(z) = ch*(z) et donc y,(z) = icha.

En conclusion, la solution générale sur R est

A1
yo(x) = . + §Ch:)3, AeR.

3. On cherche les solutions définies sur R et on trouve

yo(z) =Xe™™ 477 A eR.
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4. On cherche les solutions définies sur |0, 1] ou |1, +oo[. On obtient
Sur |0, 1], yu(x) = Mz, A € R.
Sur |1, +oo[, yu(x) = Az, A2 € R,
et la solution particuliére est y,(z) = — .
En conclusion, la solution générale s’écrit sous la forme :

e Sur |0, 1], yo(z )—Alx—ﬁ A ER.
e Sur |1, +o00[, yg(x) = Aoz — m, Ao € R.
5. On cherche les solutions définies sur R*.. La solution homogene est
yu(x) = Az, A € R.

En utilisant la méthode de la variation de la constante, on obtient y,(z) = %x In® z.
Donc la solution générale définie sur R est

1
yo(x) = e + §xln2 z, A€ R.

[Exercice 7.2.]

Soit I’équation différentielle (F) : z(1 —2)y' + (1 —z)y = 1.
1. Déterminer les solutions de (FE) sur chacun des intervalles | —
00, 0[, 10,1[, J1,4o0[.

2. Montrer qu'il existe une unique solution de (E) définie sur | — oo, 1] que
I'on déterminera.

3. Existe t-il une solution de (E) définie sur R tout entier ?

Preuve :

1. Sur chacun des intervalles | — 0o, 0[, ]0,1[ et |1, +o0], la solution homogéne est
A
yu(z) = e AER

In|l1—=z
M. Et par suite, la solution

Une solution particuliére de (E) est y,(z) = —
générale de (E) est :

e Sur | —00,0[, yg(x) = , A eR.
oSur]Ol[ ():%—1“ )\GIR{
oSur],qLoo[,y(;(x):%—lnml Az € R.

2. On doit étudier le raccord en 0.

z—0~ X X

. In(1—2z) M [ 1, si\=0;
fim — +__{oo, si A\ # 0.
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De méme, on a

. In(l—2) A [ 1, sid=0;
lim, — +__{oo, si Ay # 0.

r—0t X T

Donc pour A\ = Ay = 0, la fonction y définie par

=) sz €] — o0 ;
ey ={ 1 oo O

1, six =0,
est continue en 0 (car y(0) = 1) et elle est solution de I’équation (E) sur | — oo, 0]
In(1 —z)

et |0, 1[. De plus, la fonction z +— admet un développement limité d’ordre

x

1 au voisinage de 0 donc y est dérivable en 0.

Et par suite, la fonction y est 'unique solution de (E) sur | —oo, 1] vérifiant y(0) = 1.
In(1 —z)

3. Etudions le raccord en 1. On a lim ————% = —
r—1—

T
Donc il n’existe aucune solution de (E) définie sur R.

[Exercice 7.3.}

Résoudre les équations différentielles suivantes :

Ly +2y =3y = (4z+1)sh(x); 2.y"+y =3x—2; 3.4"+10y + 25y = 4e5%;
4y =3y +2y = e¥sin(3x); 5y’ +y=cos’(z); 6.y —2ay +y=eT(z+
1), a €R.

Preuve :

1. L’équation caractéristique r%2 + 2r — 3 = 0 admet deux racines réelles r; = 1 et
ro = —3. Donc

yu(z) = Me” + e, (A1, o) € R2,
On pose f(z)(z) = (4z + 1)shz. Alors f(x) = fi(x) + fa(x) avec

ful@) = (22 4+ %)ew et folz) = — (224 %)w,

Donc, d’aprés le principe de superposition, une solution particuliére de (E) est de
la forme y(z) = y1(z) + yo(z) ou

y1 (resp. yo) est une solution particuliére de (Ey) : v 4+ 2y’ — 3y = fi(x) (resp.
(E2) 1 y" + 2y — 3y = fulz).)

Déterminons d’abord y;. fi(z) = Pi(z)e™® avec Pi(z) = 2z + 5 et my = 1.
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Comme m; = 1 est une racine simple de I’équation caractéristique alors y;(z) =
Q1(z)e® avec deg(Q,) = deg(P;) + 1 = 2. On pose y;(x) = (az? + bz + c)e®. y; est
une solution de (E;) sur R si et seulement si

1
Sax +4b + 2a = 22 + —.

2
Dot a = et b= 0. On pourra prendre y(z) = ixQex.
On procéde de la méme maniére pour dy(z) = Pa(z)e™” avec Py(z) = —(2z+ 1) et
mo — —1.
Comme my = —1 n’est pas une racine de I’équation caractéristique alors yo(z) =

Q2(x)e ™ avec deg(Q2) = deg(P2) = 1. On pose yz(x) = (ax + b)e™™. yy est une
solution de (F3) sur R si et seulement si

1
4(ax +b) = 2x+§.
Dot a=4et b=t Douys(z) = (504 3)e "

En conclusion, la solution générale

1 1 1
Y () = Ae” + doe " + Zﬁe”” + (gm + g)e_”;, (A1, X2) € R2.

2. Il est facile de voir que yg(r) = A\ie® + Ao + 222 — 52, ot (A1, \g) € R2.

2
. Ona yH(ZB) = (/\11' + /\2)675"1: ol ()\1, )\2) € R2.

La solution particuliére est de la forme y,(x) = (az? + bz + ¢)e™>. En dérivant et
en remplacant dans I’équation , on obtient 2a = 4 donc ¢ = 2, on prend y,(z) =
2126757,

En conclusion,
ya(z) = (22% + Mz + A)e ™™, (A, X)) € R

. On a yg(x) = A\e® + Aae™, (A, \g) € R%
En écrivant sin(3z)e?® = #me3)7 et en posant m = 2 + 3i, on procéde comme
précédemment, on obtient que

Zp(x) = (—1—0 - %1)6(2%)

est une solution particuliére sur C de 'équation Z” — 37 + 27 = e(>+3)z,

Donc y,(x) = Fm(Z,(x)) = —55€* sin(3z) — 55> cos(3x).
En conclusion, la solution générale est

1 1
Yo () = Ae” + Xoe® — Eezm sin(3zx) — %ezx cos(3z), (A1, A2) € R?.
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5. On a yy(x) = A\jcosz + Aysinz, (A, \y) € R%

, . 1T —ix ,
En écrivant cos®z = (£35—)* = Zcos(3z) + Scosxz et en procédant comme

2
I’exemple précédent, on obtient le résultat.
6. L’équation caractéristique associée a équation différentielle est (7) : 7% —2ar+1 =
0. Son discriminant est A = 4(a? — 1).
— Sia e {—1,1}. Dans ce cas A = 0 et la solution homogéne est

yr(z) = (M + Xaz)e”, (A, \o) € R%.

. Sia =1 alors y,(z) = (32° + 1a7)e”.
. Sia=—1 alors y,(z) = (x4 3)e ™™
— Sia €] — oo, —1[U]1, +o0o[. Dans ce cas, A > 0.
Les racines de (1) sont r1 = a — Va2 —1# aetrp =a+ Va2 —1+# a. Donc

yp(z) = AeleVorDe L\ plotvei=Dz -y, ))) e R?,

1
et yp(z) = o2 (x+1)e*”

— Sia €]—1,1[. Dans ce cas, A < 0 et les racines de (7) sont complexes conjugués
ri =Ty = a+iv1 — a? et par suite

yr(r) = [Acos(V1 — a2x) + Mg sin(vV1 — a2x)]e®, (A, A2) € R?

et yp(r) = —— (x+ 1)e*

1—0a2

[Exercice 7.4.}

Soient a,b deux réels et f une fonction continue sur R, vérifiant I’équation

f(z) + /Oz(m —t)f(t)dt = ax + .

1. Montrer que f est de classe C! sur R.

T

2. On pose F(x) = / f(t)dt. Montrer que F' est une solution d’une équation
0
différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants.

3. Déterminer F puis f.

Preuve :
1. On a

F@) = az + b+ /0 LF(E)dt — x/o F(t)dt
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La fonction x — ax + b est de classe C! sur R, de plus f est continue sur R alors les
fonctions z — [ tf(t)dt et  — x [ f(t)dt sont des fonctions de classe C' sur R.
Donc f est de classe C! sur R comme étant la somme de fonctions de classe C! sur
R.

. Ona F(z) = [ f(t)dt et f est de classe C' sur R alors F est deux fois dérivables
sur R et on a

F'(z) = f(z) =ax +b— xF(x) —i—/xtf(t)dt

0
et
F'(x) =a—xF'(x) — F(z) + 2 f(z) = a — F(x).
Donc F vérifie I'équation (E) :y" +y = a.

. On remarque que y,(z) = a est une solution particuliére de (£) et
yu(r) = acosz + Bsinw, (a,3) € R%

Donc
y(z) = a+ acosz + Bsinz, (o, ) € R

or F est une solution de (E) vérifiant F/(0) =0 et F'(0) = b donc a = —a et § = b.
En conclusion, F(z) =a —acosx + bsinx = f(x) = asinz + bcos z.

[Exercice 7.5.]

On considére I’équation différentielle suivante :

(E): (1+e")y" +2e"y + (2¢" + 1)y = ze”.

1. En posant z = (1+¢")y, montrer que y est solution de ’équation (F) sur R
si et seulement si z est solution de I’équation du second ordre a coefficients
constants

(E') : 2" + z = ze”.

2. Résoudre I'équation (E') et déduire les solutions de I'équation (E).

3. Donner la solution de (E) qui vérifie y(0) = 0 et y/(0) = 3.

Preuve :

1. Soit y une fonction deux fois dérivables sur R. On pose z = (1 + ¢”)y. La fonction

z est une fonction au moins deux fois dérivable sur R et on a
Z=(1+e")y et 27 =(1+¢€")y" + 2"y +e"y.
y est solution de (E) <= z est solution de 'équation (E') : 2" + z = ze”.
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2. La solution de I’équation sans second membre est
z=Ccosx + Cysinz, (C,Cy) € R
On cherche une solution particuliére de (E’) sous la forme
7 =Qr)e", deg(Q) =1,

on pose alors z,(x) = (ax + b)e*, a,b € R.
En dérivant et en remplagant dans (E’), on trouve z,(z) = (tz — 1)e®.
Donc la solution générale de (E’) est

1 1
zg(x) = Cycosx + Cysinx + (éx — 5)61, (C1,Cy) € R2.
Les solutions de (F) sont alors
(1) = —— | Crcos + Cosing + (5o — 2)e?, (C1,Cy) € R?
yo(r) = ;5 |Creosz + Cosinz + (5o — S)e”, (C1, Gy :

3.y(0)=0ety/(0) =12 = Cr=1et Cy=1.

[Exercice 7.6.]

On considére ’équation différentielle du premier ordre suivante :
(E): z(1 + 2%y’ — (z® — 1)y + 2z = 0.

1. Résoudre 'équation (E) sur chacun des intervalles | — 0o, 0[ et |0, +o00].

2. Existe t-il une solution de I’équation (E) sur R?

Preuve :

1. On cherche les solutions définies sur chacun des intervalles | — 0o, 0[ et |0, +00[. En

. i . 2 -1 1 2x ) .
utilisant la décomposition ——— = —— 4+ ———, La solution homogéne est
(14 22) x 2?2+1

() = Aexp( / Ll er
r) = exp(— | ——=<
_ )\x2+1

, AeR

Donc
241

— Sur | — 00,0, yu(z) = N\ , A1 € R
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2 +1

— Sur |0, 400, yu(x) = Ay , A ER.
Pour la solution particuliére, on utilise la méthode de la variation de la constante
et on pose

Aprés dérivation, on obtient y,(z) = 1
Donc la solution générale est :

Sur | — 00,0, yg(x) = )\1% +1, M eR
Sur |0, 1], ya(z) = )\2% +1, A eR

2. On doit étudier le raccord en 0.

lim yg(z) = lim Az +

z—0~ z—0~

)\1‘1‘1_ O, Sl)\lz—l,
| oo, siA # L

De méme, on a

. . Mo+l (0, sidg=—1;
lim yg(z) = lim Aoz + . —{ co, si Ay £ —1.

r—0t z—0t

Donc y(x) = —z est 'unique solution de (E) sur R (car elle est dérivable en 0).

(Exercice 7.7.

On considére ’équation différentielle suivante :

(B): 4oy’ +2y —y = g(x); g €C°(]0,+o0]).

1. En posant y(z) = z(y/x) pour = €]0, +o0c[, montrer que ’équation (E) est
équivalente a 1’équation :

(E) : 2"(z) — 2(Vx) = g(z); = €]0,+00].
2. Montrer qu’'une solution z de (E’) est également donnée par :
(B"): 2'(x) — 2(x) = g(a?), o €]0, +oo].
3. On pose g(z) = \/ze 2V, x €]0, +00].

a) Intégrer ’équation (E”) sur |0, +ool.
b) Déduire une solution générale y(z) de 'équation (F).

4. Donner la solution y(z) de (F) qui satisfait liII(l) y(x) =1let lim y(z)=0.
z—

T—r+00

Preuve :
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. Onay(z) = z(y/x) est solution de (E). Puisque la fonction z — +/x est une bijection
de |0, 4o00[ vers |0, +oo[ donc Z vérifie (E') : 2" (x) — z(z) = g(z).

. Puisque la fonction z +— 2 est une bijection de ]0, +oo[ vers ]0, +oo[. Donc 2 est
solution de (E') si et seulement si 2" (z) — z(x) = g(2?).

. La solution homogene de (E") est zg(x) = ae® + fe2, (o, 8) € R

Une solution particuliére de (E”) est z,(z) = (324 3)e 2" D’ot la solution générale
de (E") est zg(z) = ae” + Be™ + (32 + 3)e 2", (a, B) € R? et par suite

1 4
y(z) = aeV® 4+ Be VT 4+ (5\/5 + 5)672\/5, (o, B) € R?.

4
Sdimy(r)=1 = a+8+=-=1.
z—0 9
lim y(z) =0 = a=0.
T—+00
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Chapitre 8

Fonctions a deux variables

Résumé

e Limite d’une fonction en un point.
Soit f est une fonction de R? dans R, définie sur un ouvert U de R?. On
dit que f admet une limite [ en (xq, o) si

Ve >0, da >0, |[(z,y) — (o, p0)|| < a = |f(z,y) = | <k,

ou ||.|| est une norme sur R?. On note  lim  f(x,y) = L.
(z,y)—=(0,90)

e Continuité d’une fonction en un point.
On dit que f est continue au point (zg,yo) si ~ lim  f(z,y) = f(z0o, Yo)-

(2,y)=(z0,90)
Si une fonction f de R? vers R est continue en un point (xg, o) alors
chacune des deux applications partielles (x — f(z,y) et y — f(x,y)) est
continue en ce point. La réciproque est fausse.

e Fonctions de classe C'.
Une fonction f de R? dans R définie sur un ouvert U est dite de classe C!
sur U si elle admet des dérivées partielles continues sur U.
Soit f une fonction de classe C! sur un ouvert U de R?. Alors f admet en
tout point (zg,yo) de U une dérivée suivant tout vecteur h = (hy, he) et on

a
Dy f(ao) = hlg_i(an Yo) + hQZ—L;(%?yo)a
ou
%(m, Yo) = xlgrxlo i yoi : :J;El’oa o)
et

—(x0,Yo) = lim .
y(o 0)




e Dérivées partielles d’ordre supérieur.

*f 0 of 0*f _ 0 [of
ox dydx Oy \ Oz

ox?  Ox
f _ o (0F\ &f_ o (of

0xdy  Ox \ Oy oy Oy \ Oy

f est dite de classe C2 sur U si ces quatre dérivées secondes sont continues
sur U.

e Théoréme de Schwarz.

Si f est une fonction de R? dans R, de classe C? sur un ouvert U alors en
tout point de U, on a

>f  f
Oyox  Oxdy’

[Exercice 8.1.]

Etudier I'existence et la limite éventuelle en (0,0) de la fonction f dans chacun
des cas suivants :

3
) Sy =g D =" 9 ey =
2 2 o
Vi = 9 Jen =5 0 e =
= h sh 34y
) Jow) = TS ) o) =TI fay) = SEL

1
f(0, %) — 0 et f(%, 1) — 1. Donc f n’admet pas de limite en (0, 0).

n—-+00

n

) 5
¢) f(2,—1) — Oet f(2,+ — ) — +o00. Donc f n’admet pas de limite en (0,0).
)

n——+0oo n—-+0oo
d = o] 2 <Lz — 0
)] = ol < Yl | —
e) f(0,—%)=2n o oo et f(0,4) =—2n 00 Donc f n’admet pas de limite
n——+00 n—+00

en (0,0).

—~

— pl=cos zy) 1 l—cost __ 1 D
g) f(xa y) 'y 2292 or tl—{% 12 PR onc f(l’, y) (x,yﬁ(),()) 0.
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h) f(z,—x+ 23) - —= qui tend vers co. Donc f n’admet pas de limite en (0,0).
T—r

i) On a
2 2

Y
+\y!x2+y2

(2, )| <z
donc f(x,y) — 0.

(z,9)—(0,0)

x
21 < Jzf + [yl

[Exercice 8.2.]

Etudier les limites en (0,0) des fonctions suivantes :

z? + zy + y? Yy 'y’
a) f(z,y) = PN b) f($,y):m7 c) f(%y):xQerz’
x> + 93 2’ +y°
d) f(z,y) = ) e) flz,y) =Y, f) flz,y) =
) fwy) == ) f@) ) 19 =y

Preuve :

1 1 1 1
a) Ona f(—,0) — let f(—,——) — —, donc f n’a pas de limite en (0,0).
n

n—-+00 n N’ n—-+oo
11 1 1
b) Ona f(—,—) — 0et f(—,——) — 1/2. Et par suite f n’admet pas de limite en
n’ n’n—+oo nn

(0,0).

c) Ona0< f(z,y) < =—— — 0 ou encore on a f(rcosf,rsinfd) = O(r?).
) faw) < g 1 )=o)

11 1 : "
d) On a f(ﬁ’ ﬁ)n:)ool et f(ﬁ’ ﬁ)njoog Donc f n’a pas de limite en (0,0).
1 1

1
——) — — . Donc f n’admet

1
e) D’un part, on a f(—,0) — 1 et d’autre part f(
n’'n—oo n’ Inn’notoce

pas de limite en (0, 0).
2|x
) Onalf(ay)| < Y

2]+ Jy]

< 2|

(@,y)—=(0,0)

[Exercice 8.3.}

2

Y .
Soit f la fonction définie sur R? par f(z,y) =< 4 siz # 0,
0 siz=0.
a) Montrer que f admet une dérivée au point (0,0) suivant tout vecteur de

R2.

b) Observer que néanmoins f n’est pas continue en (0, 0).
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Preuve :
a) Pour tout t #0 et h = (o, 5), on a

1 1 i =
= (£((0,0) + (e 5) = £(0,0)) = ~(f(at, B1) = { %o sinom .
0 sia=0,
Donc D, f(0,0) =< B> .
— sinon .
o
b) On a f(%, %) =14 f(0,0) donc f n’est pas continue en (0,0).

[Exercice 8.4.]

T

o 8z, 0,0),
Soit f : R? — R définie par f(z,y) = { 2]+ [y] si (z,y) # (0,0)
0

sinon.
a) Justifier que f est continue en (0,0).
b) Etudier les dérivées partielles de f en (0,0).

Preuve :
||
< < d , — .
a) On a [f(z,y)| < |yl P |y‘(z,y)a(0,0)0 onc f(x y)(x,yp(o,o)o
. Of of
b) Pour tout h # 0, f(h,0) = f(0,h) = 0 et par suite, %(0,0) =0= a—y(0,0) = 0.

[Exercice 8.5.}

Etudier la continuité, I'existence et la continuité des dérivées partielles premiéres

de f
a) flz,y) = { 22y?In(2? +9?) si (z,y) # (0,0)

0 sinon.

22 + y?) sin —= si (z, 0,0
b)f(a?,y):{( +y°) JePr? (z,y) # (0,0)

0 sinon.

Preuve :
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a) f est clairement continue sur R?\ {(0,0)}.
Etudions la continuité en (0,0). On peut écrire

f<x,y>:<xy>( 7y )(<<x2+y2>1n<x2+y2>) 0

22 4 2 (a,y)—(0,0)

f est continue en (0,0). Comme f(x,y) = f(y,x), alors il suffit d’étudier 'existence
de la dérivée partielle par rapport a .

Par composition % existe et continue sur R?\ {(0,0)} et on a
g—i(x, y) = 2zy* In(2® + %) + (xf—xf-yy?) .
De plus, f(t,0) =0, t # 0, donc g—i(0,0) existe et %(0,0) = 0.
Enfin g—i(x, Y) (z,yﬁo,o) 0, car 2zyIn(x? + y?) = 2y (Iﬁ’y2> (22 4+ y?) In(2? + y?).

.0 ) )
Par suite —f existe et continue sur R? .

ox

tsin1/v/t sit #0
0 sinon
La fonction g est continue sur R, et comme f(z,y) = g(z*+y?) alors f est continue
R,.
La fonction ¢ est de C! sur R* donc f admet des dérivées partielles continues sur
R2\ {(0,0)} et on a

0 1 1
—f(x, y) = 2xsin Y 0s

Ox \/x2+y2_\/x2+y2c V2?2 + y?

Etudions l'existence de dérivées partielles en (0,0).

1 1
z(f(t, 0) — £(0,0)) = tsin(g), n’a pas de limite en 0. Donc g—f(O, 0) n’existe pas.
T

Comme f(z,y) = f(y,z), alors il en est de méme pour ——(0,0).

dy

b) Soit g : R — R la fonction g(t) =

[Exercice 8.6.}

Soit f : R*? — R la fonction définie par : f(z,y) = xﬁ; si (x,y) # (0,0) et
f£(0,0) =0

a) Montrer que f est de classe C!' sur R?
0 f 0 f
0xdy m

on en déduire ?

b) Montrer que (0,0) et

(0, 0) existent et sont différents. Que peut-
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Preuve :

a) Par composition, f est de classe C! sur R?\ {(0,0)} et on a
of P2 (2 — 12
oz (22 4+ 9?)

et
213y

oY = @ e

De plus, f(t,0) = f(0,t) =0, Vt donc & (O 0) = y(0,0) = 0. D’autre part, on a

of y? 2, .2
L(z,y)| < —2— < D
|a:L’ (x y)| N2 + g2 = (x,)—(0,0)
et of
| == (7, y)] < 2[x| 0.
By () (00)

Donc g—ﬁ(:v,y) et g—i(x, y) sont continues en (0,0) et par suite, f est de classe C' sur

R2.
b) On a
1 [of of 1
S (Fon-Foon) =1
donc i(0 0) n’existe pas. D’autre part g(m 0) =0, Vx € R. Ainsi
ayax ) pas. p ) ay ) - Y : ’

02 f 9% f

[Exercice 8.7.}

2z + 3y ) 0.0
Soit la fonction f définie sur R? par f(z,y) = 22492 si(z,y) # (0,0),
£(0,0), sinon.
a) Montrer que f est de classe C! sur R>.
0? O f
b) Calculer W(O 0) et ﬁ(o 0).

c¢) f est de classe C* sur R%

Preuve :
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a) Par changement en coordonées polaires : z = rcosf et y = rsinf, on obtient

(@ y)] < 5r°
donc lim  f(x,y) = f(0,0) ainsi f est continue en (0,0).

(z,)—(0,0)
b) Pour tout (z,y) # (0,0), on a
8f( ) = 297 + Tz2y3 + 3aty
ox Y T (22 4 y2)? ’
et )
of 3% + 323y? + 22y
—(IE, y) = 2 212
dy (22 +9?)
Il est clair que % 9 et 85 sont continues sur R? \ {(0,0)}. De plus, on a pour tout
(z,y) # (0,0) : ) )
L] <m o || <sal
Ceci montre que
of . of
li = 1 :
(, y)lmoo O 90 Y) (z,y 1m0 (0,0) 8y< y) =0

D’ou f est de classe C! sur R2.

0
¢) On a, pour tout y € R, —f(07y) = 2y. Donc

ox
8y8x(0’ 0) = zl/l—>1% y =2
A of
De méme, on a, pour tout z € R, a—y(:z;, 0) = 3z. Donc
2 9 (2,0) — 2L(0,0
805 o O)_hr%ay( ) = 5y ( ):3.
xdy z— x

Donc f est de classe C* sur R?\ {(0,0)}.

[Exercice 8.8.]

Déterminer les extrema locaux des fonctions f : R? — R suivantes :

a) f(r,y)=2*+zy +y* — 3z — 6y.

b) f(z,y) = 2%+ 2y* — 22y — 2y + 5.
) flz,y) =2 +y°.

d) flz,y) = (& -y’ + (@ +y)

e) f(z,y) =2°+y° — 3y
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Preuve :

a) Le point critique de f est (0,3) et f(0,3) = —9. Posons que u =x et v =y — 3.
f(z,y)— f(0,3) = v +uv+v* = 3 (u® +v?) + 3 (u+v?)? > 0. f admet un minimum
en (0,3).

b) Le point critique de f est (1,1) et f(1,1) =4. Posonsu=xz—letv=y—1

flz,y) — f(1L,1) = u®+20* — 2w
= (v—u)l?+v*>0

f admet un minimum en (1, 1).
¢) Le point critique est (0,0). Pour tout n € N* :

050 et f(-L0) <o,

n n

Donc (0,0) n’est pas d’extremum pour f.
d) Le point critique est (0,0).

Donc f n’admet pas d’extremum en (0, 0).

e) Les points critiques de f sont (0,0) et (1,1).
Etude en (0,0) :

11 2
)~ -2 <0
n’n) +oo M3

JE0) >0 et f(

Donc (0,0) n’est pas un extremum pour f.
Etude en (1,1). Posons u =z —let v =y — 1.

f($>y)_f(171) = w4+ 3u?+v® + 30 — 3w

3 3 3
= (v’ + §u2) + (v + 51}2) + é(u —)?

Comme 5 5 5
u3+§u2?;§u220 et v2+§v2?;§v220,
on a localement f(z,y) — f(1,1) > 0. Donc, f admet un minimum relatif en (1,1).

(Ce minimum ne peut étre absolu car f(—n,0) — —00).
n—+oo
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