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Nov. 2021 Limites-Continuité-Dérivabilité

Série n°3: Matiére: Analyse

Exercice 1 Déterminer les limites suivantes, si elles existent

T2 1 7. _
1. lim gl o/l 2. lim 1+% f+x‘ 3. lim
x—0 X x—+oo x x—0
E x 1
4 fjm, 20EE] 5. limE——, a>0eta#l.
x—+oo X x—0 SinX

Exercice 2 Etudier la continuité des fonctions suivantes:

1. f:x—x+ /x—E(x).

2. f:x— E(x)sinmx.
2

1
x

, Six#0;
—e

X
0, six =0.

0, six=0
] X2+ 1 :

5 Foxsd ML X y SLx>0;
0, si x =0.

Exercice 3 Notre objectif est d’établir ]a proposition suivante:

ment monotone. R
Pour cela, on raisonne par I'absurde et on suppose

W

Montrer que la fonction ¢ : [0,1] — R définie par

@(t) =1((1 = t)x) + tx;) - fl(1 - t)y, + ty;)

s'annule. Conclure

N

In(1+x?)

sin? x

Soit I un intervalle de R. Toute fonction f: I — R continue et 1n|e(t|\e est stricte-
Fa

2
Axny) € 1, % <y tel que f(x)) > f(y,) ef 32, y2) € B, x, <y, tel que (xa) < f(ya)
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<Exercice 5 On définit p

+

\Q“

Exercice 4 Les questions suivantes sont indépendantes.
lim f(x) = €. Montrer
x—+o0

1. Soit f: R — R une fonction T-périodique telle que

que f est constante.
2. Montrer que les seules fonctions continues de R dans Z sont les fonctions
constantes.
n intervalle I telle que If(x)| =1, ¥x € L

3. Soit f une fonction continue sur u
— 1 ou pour tout x € 1, f(x) = -1

Montrer que pour tout X € I, f(x)

our tout entier . € N, la fonction fn par fahx) = 2+

9x? — 4.

(x) = 0 admet une seule solution strictement posi-

1. Montrer que I'équation fn
tive, qu'on notera désormais Un.

9. Calculer u et u; puis vérifier que pour tout . € N*, u, 6]0,%‘ i

3. Montrer que pour tout x €]0, 1, fas (x) < falx).

4. Que peut-on déduire concernant la suite (Un)n 7

5. Montrer que (Un)n est convergente vers une limite que ’on notera l.

6. Déterminer la limite de ul et en déduire la valeur de L.
Exercice 6 Déterminer les domaines de continuité et de dérivabilité ainsi que la
deérivée des fonctions suivantes :

1 fi(x) = VVx % 9. fy(x) =In(x+Vx2+1),

] +sin I
3. f3(x) =1In ( : x), 4. fax) = .
] —sinx arcsin x

Exercice 7 Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes et calculer Jeurs fonctions

dérivées: |
ey 4 5

)= T BEF G () gle) =
six =0.

VX2 —2x+1
| e AP

(c) hix) = x—1
1

si x = 0.

{sinxsiu(l], sHx#EY .
x ]

g x= 1.

f(x'] = arcsin(2xv/1 — x2).

Exercice 8 On pose¢
ofinition, de continuité et de dérivabilité de f.

1. Préciser les domaines de d

- RPN SIS W i T4 Bp T

B et
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aine de dérivabilité de f.

e de f sur son domaine de définition.

2. (a) Dériver et simplifier {’ sur le dom
(b) En déduire une expression plus gimpl

t de variables simple permettant de retrouver une €x-

3. Donner un changemen
pression simplifiée de f.

Exercice 9 1. En utilisant le theoreme ¢
pour tout x > 0,on a

les accroissements finis, montrer que

Cj./

——]—-—<ln[l+x)—lnx<;.

14+x
g définies par f(x) = (14+1)* et g(x) = (1 +%]‘+'

9. Montrer que les fonctions f et
Quelle est leur limite en +00 ?

sont monotones sur 10, +ool.
>1,ona

1 1
=1+7 4 aev i Montrer que pour tout ™

3. Soit n € N* et S
In(1 4 1) € Sn < 14 In(n).
Que vaut HT Sn 7
1. Etablir les inégalités suivantes:
1 .3 < cosx <1 x2+x
— — <o e ey
2~ o 2 al
X X
+x+ E- + E .

9. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange
L [__]]k-—l
=In2.

montrer que lim
n—+o0 k

k=1

Exercice 11 Déterminer la dérivee n-ieme des fonctions suivantes: é\
(a) f(x) = 752 (b) f(x) = cos®x, (¢) f(x) = (3 +xE+1)e™ (d) f(x) = e*sinx.

) = exp(sin x) + sinx.

T ; ; ’
5] sur un intervalle qu'on détermin-

Exercice 10
3

(a) Pour tout x >0,

(b) Pour tout x € R, e* > 1
a la fonction f(x) = In(1+x),

Exercice 12 On considére la fonction f (x

3( 1. Montrer que f définit une bijection de [0,

era. On note f ' sa fonction réciproque.
=

9. Déterminer le domaine sur lequel ' est de classe ct/

3. Montrer a laide de la formule de Taylor-Lagrange qu'il existe ¢ entre ] etx

tel que
~ 1 1 =13
s die = et o - I T
(x) =5(x=1) it +—3!—(f")”‘(c).
=1 -y —
4. Déterminer la limite lim I—-l—x)—-—z(L-—l—]
x—1* (Inx)? ' —

< ™ ar
(o"" ¢ ; S “‘} (\\\‘
Ve D 5
\/l i " y > &
\ Y @)
wr QII 6 /
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Exercice 13 On considére la fonction f définie sur IO'E[U]—e'+°°[ par f(x) =
X

X Inx 41

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. La fonction prolongeée
est-elle dérivable en 07 On notera encore cé prolongement par f.

2. Etudier les variations de f.

T (D
3. Déterminer les points fixes de f.{’ b E _(_il,.h——/"

—

4. On définit une suite récurrente (Xn)n par

Xo = 2,
vn € Ny xn41 = f(xa)-

5. (a) Etudier les variations de la fonction g(x) =

1
pour tout x €)1, ool 0 < f'(x) < 2

(x + 1)?

—

1 .
(b) En déduire que pour tout n € N, xpr1—1 < len— 1|, puis que !xn—ll <
1

-

(¢) Déterminer la limite de (Xn)n-

Exercice 14 Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I, telle qu’il
existe une constante positive M vérifiant |f”(x)] <M, Vx € L.

Soient @ < b € 1. On suppose que f(a) = f(b) = 0. Le but de 'exercice est de
montrer que :

vxel, Il < Tl0x—a)lx— bl

On fixe x € 1\{a, b}, et on définit une nouvelle fonction g(t) = f(t)—K(t—a)(t=b),
on K est une constante choisie de telle sorte que g(x) = 0.

1) Montrer qu'il existe ¢ € I, tel que g”(c) = 0. [Utiliser le théoréme de Rolle, deux

fois|
- f¥{e) '
2) En déduire que f(x) = (x—a)(x —b)
- = -
3) Conclure.
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Série n°3- Exercice 8 (Corrigé)

L. g; ;{x ER/1—x*>0et —1<2x/T—=x2 < 1).
our tout x € [—1,1], on a: —1 <2x\/ —xZ 2 2
(2x2 -1} a0, etl-—x2>0 d'on D¢ = [-1, 1]] B VA RIR ARl =a X T
De plus, les fonctions x + arcsin x et x — 2xy/T — xZ sont continues sur [=1,1] donc f
est aussi continue sur [—1,1].
Les fonctions x +— arcsinx et x +— 2xv/1 —xz sont dérivables sur ] — 1,1, donc f est
dérivable en tout point x de Df tel que: 1 —x2 #0et 2xv/1T —x2

Or, 2xv/1 —x2 # £1 (:)xyl—‘:lz y donc f est dérivable sur ]—1, — [U] J£[U]3£ 1[.

2. (a) Pour tout x €] —1, —£[U] £[U] ,1[, on a:
. ; 1 O 2(1-2:)
f = (2xv/1 —x2 =
= e e Vi a—T]

D’ou, 51x€]—2,2[,f(x] \/_,
et six €] —1,—2Z[U]E, 1] f(x) = 7.
(b) f est continue sur [—1,1] donc on a:
—2arcsinx +¢;, six€ [—l -—3[[
f(x) = 2arcsinx +cz, SiXE [-— =y 2= ¥
_2arcsinx + ¢35, six €)%, 1]
Or f(O) = f“] = f(-—” e d'ott ¢) = —m, C2 = Qetcy=m.
] sur [—1, 1], donc pour tout x € [-1,1],

3. La fonction 0 — sin 0 est bijective de [—3 %13
existe un unique 0 € [—7, 7] tel que x = sin© et on a

f(x) = f(sin 8) = arcsin(2sin 6V'1 — sin? @) = arcsin(sin 26)

eSixe [, 4 s0el-55&20€(-7F,7), dou
f(x) = 26 =2 arcsin x.

eSix el & 0¢€lf,jle20efn&n-20¢€ [0,3[. Orsin20 = sin(m — 26),

donc .
f(x) = arcsinsin(m — 20) = — 20 = — 2 arcsin x

e Six e (—1,-L& 0 ¢ (-1,-1& 20 € [-m—§ & —n—20 € - 30 Or
sin 20 = sm(—n 29), donc

f(x) = arcsinsin(—m — 20) = —m — 20 = —m — 2arcsinx

Remarque: pour x € [—1, —-%[, on pouvait aussi utiliser le fait que f est impaire pour
trouver l’expression simplifiée de la fonction f.

ay
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